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ARITMETICA

1. Operatii cu numere intregi si zecimale
Ordinea efectuarii operatiilor
Sisteme de numeratie

1. Sa se efectueze:
a) 390+10-3-3:3+1;
b) 10-[2+4-(3+6:2)];
c) 2-(3200:100+16-2+8:4);
d)5-{1+9-[1+4-(35+65:5)]}:1738;
e) 6,56-4,36—-3,36:(0,736 +2,464) — 20,0516;
f) 62,92:52-42-(7-6,3)-3,67-1,2102;
g) (32,24 - 0,32 + 366,032 -0,1) : 2,3 — 18,6388;
h) 468,39 : 7,8 +(321,96-6,4 - 0,15) : (30,8 - 4,05 — 122,6) — 100,04;
i) [1120,1-0,1-(0,2+20130,2:2,005)]:116,08;
J) (23 A 25 . 27)2 : 415;
k) (416: 232 o 20) . (24 . 34 - 64),
) (3'-32-3%.....39):3%

2. Sa se efectueze:

11-3,9.

(0,749 5243) 23
LI 143 ) 4,494

3. Sa se rezolve exercitiul:

1 1 1 2 4
1,3 205 0 ! (3 3l J 2(1 15j
g _ 2 14 L 32 "2 _ .
6[1_]3 l i+l l+l :i l _ 1 1 ’1
2 2121 4\7 9 18 2 5 7 4

4. Sa se arate ca:

L+ 113+ 1114+ 11115+ 111116 =33115;
2056 +4136=353.

5. Sa se calculeze numarul:
4013, +1333,

~1111,.
100,



6. Sa se verifice egalitatile:
44226 — 22446 = 55336 — 3355¢;
44227 — 22447, =55337,—-3355.
7. Sa se arate ca:
12125+ 13134+ 14145+ 15156 + 16167 = 2000002;.

8. Sa se efectueze:
22+219:28.2+42.27:254+219:(3.2°+2%) -4 - 2%,

9. Sa se calculeze:
1

0,069(4)

10. Sa se reconstituie adunarea:

N> =
*[— *
oo * W
NI *

unde stelutele reprezinta cifre n baza zece.

11. Sa se reconstituie Tnmultirea:

* % (% B
* % O

* | %k

*
1 7 8
unde stelutele sunt cifre scrise in baza zece.

12. in fiecare din adunarile:
+

* %
* %
* % ¥

k k%
L T
k% ok ok
stelutele reprezinta elemente distincte ale multimii {1, 2, 3, ..
tatele acestor adunari. Sa se arate ca: Ny — N, < 1782.

., 9}. Fie NV; si N, rezul-

13. Sa se afle numerele de forma xyzy care au suma cifrelor egald cu 20 si adunate cu
rasturnatele lor dau rezultatul 13783.

14. Sa se reconstituie Tnmultirea:
1185184 - ab = ccccec00,
unde a, b, ¢ sunt cifre in baza 10, cu a # 0.

15. Céate numere naturale cuprinse intre 10 si 100 se pot forma care sa contind cifra 7?
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16.Produsul a doua numere naturale consecutive este 18906. Sa se afle numerele.

17. Produsul a doua numere impare consecutive este 483. Sa se afle numerele.

18. Suma a trei numere naturale diferite este 60. Stiind ca unul din ele este media
aritmetica a celorlalte doua, iar altul este diferenta celorlalte doua, sa se afle cele trei
numere.

19. Suma a trei numere pare consecutive este 744. Sé se afle numerele.

20. a) Suma a 10 numere naturale consecutive este 235. Sa afle numerele.
b) Suma a 7 numere pare consecutive este 112. Sa se afle aceste numere.

21. Sa se gaseasca toate perechile de numere naturale, astfel ca produsul lor si fie 576.

22.S3a se gaseasca cel mai mic numar natural nenul care impartit, la primele 9 numere
naturale sa dea tot timpul restul 1.

23. Sa se afle impartitorul cand deimpartitul este 1042, catul 7 si restul 6.

24, Intr-o operatie de impartire, diferenta dintre deimpartit si impartitor este 1436,
catul 15 si restul 64. Sa se reconstituie impartirea.

25. Sa se arate ca numarul N=1977+2 - (1 +2 + ... + 1976) este un patrat perfect.

iy - aaa
26. Sa se gaseasca conditia ca numarul a - 148 sd fie natural.

27. Sa se arate ca ca expresia de forma: ad-a6+1 este patrat perfect oricare ar fi
cifra a.

28. Produsul a doua numere de doua cifre, ambele avand aceeasi cifra a zecilor, este
3906. Sa se afle numerele.

29. Sa se arate ca:
0,111, 0,11(1); 3

0,2(22), 0,22(2), 4

30. Sa se afle x din egalitatea:

{{(5}62—3 _1j—(20—12)3(5'22 _24)j|—989}—0,5=6-




31. Sa se calculeze sumele:
Si=(D'+ P+ D) L D
So=(D" 1+ )2+ (=1) -3+ ...+ (1) 1992;
Ss=(D"-2+ 1) -4+ (1) -6+ ...+ (=1)"-1992.

32. Media aritmetica a 49 de numere naturale consecutive este 105. Sa se afle numerele.

33. Sa se arate ca numarul:
N 2n—1+i-(—1)"1

este intreg, oricare ar fin € N.

34, Sa se determine cifra a din egalitatea:

a—2+4—a+&:284.
41 3

35. Sa se arate ca numerele de forma:

66...6
nu pot fi patrate perfecte.

36. Si se afle un numdr natural de trei cifre abc care impirtit la 5 si dea catul be si
restul a.

37. Sé se compare numerele:
A= 3183 siB= 2307 o 2306 - 2305‘

38. Sa se determine cifrele x, y si z, astfel ca numarul zecimal 0,xy(z2) sé fie egal cu

. 49
numarul —.
132

39. Sa se determine numerele naturale x, y cu proprietatea:
xt+ty=xy.
40. Suma a doud numere naturale este egala cu cubul primului numar.
a) Sa se afle primul numar, stiind ca al doilea este zero.
b) Sa se arate ca al doilea numar este divizibil cu 6.

41. Un bazin cu o capacitate de 1976 litri este umplut intr-o orad de 9 robinete cu debitul
de 200 litri pe ora si respectiv 244 litri pe ora. Sa se afle cate robinete sunt din fiecare.

42. In 510 sticle, unele de 1/2 litri, altele de 1 litru si al treilea fel de 1/4 litri incap 160
litri de lichid. Sticlele de 1 litru sunt de 10 ori mai putine decat cele de 1/2 litri. Cate
sticle sunt din fiecare fel?



43. La un meci de fotbal un bilet pentru tribuna I costd 13 lei, iar pentru peluza 7 lei.
Stiind ca intr-o scoald s-au cumpdrat bilete in valoare de 143 lei, sa se afle citi elevi au
cumpdrat bilete de 13 lei si cati de 7 lei?

44. Perimetrul unui dreptunghi este de 84 m. Dacd marim litimea cu 6 m si micsoram
lungimea lui cu 6 m, se obtine un dreptunghi de aceeasi arie. Sa se afle dimensiunile
dreptunghiului.

45. Trei persoane au impreuna 200 lei. Primele doud au impreuna 110 lei, iar ultimele
doud 190 lei. Cati lei are fiecare persoana'?

46. Suma a trei numere este 1015. Daca din fiecare numar se scade acelasi numar, se
obtin respectiv numerele 15, 132 si 346. Care sunt cele trei numere?

47. Cate timbre a 3 lei bucata si cate timbre a 5 lei bucata s-au cumparat cu 50 lei,
stiind ca au fost cumparate in total 14 timbre?

2. Divizibilitatea numerelor
Numere prime
Descompunerea in factori
C.M.M.D.C, C.M.M.M.C. al doua sau mai multe numere
Probleme

o . .. . 25 . . ..
1. Sa se afle doud numere, stiind ca raportul lor este - iar cel mai mare divizor co-

mun este 6.

2. Sa se afle doud numere, stiind ca produsul lor este 6300 si cel mai mare divizor co-
mun al lor este 6.

3. Sa se verifice egalitatea:
1800 - 5600 - 13000

(2°-3-13)-(2°-5"-7)

3

g
“ < . g 6 . - .

4. Sa se afle doua numere, stiind cé raportul lor este TR iar cel mai mic multiplu co-

mun al lor este 1386.

5. Care este cel mai mare numdr de forma abab care sa aiba cel mai mic numar de
divizori?


http://rt.li/

6. Cati divizori are fiecare din numerele: 72, 100, 315, 1000?
7. Produsul a doud numere consecutive naturale este 18906. Sa se afle numerele.

8. Trei numere naturale Inmultite respectiv cu 5, 7 si 9 dau acelasi rezultat. Care sunt
cele trei numere, daca produsul lor este 7938007

9. Sa se afle doud numere, stiind ca cel mai mare divizor comun al lor este 500, iar
catul lor este 0,5(6).

10. a) Sa se gaseasca numarul natural care sa fie mai mic decat patratul sau cu 1332.
b) Sa se géseasca trei numere naturale consecutive al caror produs sa fie 5814.

11. La o competitie sportiva au participat un numar de elevi cuprins intre 270 si 350.
Sa se afle acest numar, stiind ca elevii participanti se pot incolona in randuri complete
de cate 5, 6, 12 si 15 elevi.

12. Fie multimea 4 = {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9} si a, b, c trei cifre fixate din aceasta
multime. Sa se arate ca oricum am alege aceste trei cifre, suma tuturor numerelor de

trei cifre formate cu ele (fara repetarea vreunuia dintre ele) este divizibila cu 111.

13. Suma a doua numere intregi este 455. Catul impartirii celui mai mare la cel mai
mic este 15 si restul 23. Sa se afle cele doua numere.

14. Doua numere naturale sunt astfel incat diferenta lor este 266, iar primul marit cu 2
este de 8 ori mai mic decat al doilea. Sa se afle cele doua numere.

15. Produsul a doud numere este 4851000, cel mai mare divizor comun al lor este 210,

iar catul lor % Sa se afle cele doud numere.

16. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N, expresia:
E=10"+17 se divide cu 9.

17. Sa se afle numarul natural #, stiind ca n — 2 divide pe 81, iar n + 2 divide pe 2431.

18. S se arate c numarul (abed + afcba)2 este multiplu de 121.

19. Sa se gaseasca doud numere naturale, stiind ca diferenta patratelor lor este 1805,
iar cel mai mare divizor comun al lor este 19.
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20. Fie a, b € N. Sa se arate cd dacd 3a + 5b se divide cu 17, atunci si 4a + b se divide
cul7.

21. Demonstrati ca numarul abab —baba se divide cu 909.
22. Sa se determine restul mpartirii numérului N = 53"+ 53"+ 1, m, n € N prin 13.
23. Sa se arate ca numerele de forma:

N=5"2+5""+5"(n e N)

sunt divizibile cu 31 .

24. Dacaa, b, c € Zsi 2a—3b + 4c =0, sa se arate cad numarul N = b(a — ¢) este divi-
zibil prin 6.

25. Sa se arate ca numerele de forma:

N=6"+2"-3"14+2".3" peN
sunt divizibile prin 13.

26. Fie x, y, z cifre consecutive, astfel Incat 5 =z + 19. Sa se arate ca E este mul-
tiplu de 13.

27. Sa se arate ca numerele de forma: 7" - 11" + 539, n e N, se divid cu 1078.
28. Si se arate ci pentru orice 7 € N, expresia £ = 10" + 62 este divizibila cu 18.
29. Si se demonstreze ci numirul N = 3*° — 2% se divide prin 5.

30. impartind un numir la 72 s-a obtinut restul 68. Daci acelasi numir se imparte la
24, care va fi noul rest si cum se va modifica catul?

31. S se afle trei numere naturale supraunitare, stiind cd produsul primelor doud este
287, iar produsul ultimelor doua este 154.

32. Si se determine toate numerele de forma abc divizibile cu 15, astfel ca:
cha — abe =297.

33. Sa se afle doud numere, stiind ca diferenta dintre primul si inzecitul celui de-al
doilea este 1173, iar primul impartit la al doilea ne da catul 50 si restul 13.

34. Sa se determine numadrul natural de patru cifre a carui descompunere in factori
primi este de forma a’b’.
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35. Si se giseascd toate numerele intregi # pentru care numirul N = n® + 4 este prim.
Sa se determine 1n aceste cazurl numerele N.

. 198 . " . . e
36. Cate fractii de forma 22Y sunt ireductibile, stiind ca numitorul este divizibil cu 5?

2x

37. Sa se arate ca numarul:
N= 39+2 . 49+3 + 39+3‘ 49+2
este divizibil prin 63.

3. Fractii ordinare
Compararea fractiilor
Operatii cu fractii
Fractii zecimale finite si periodice
Probleme

1. Sa se calculeze:

l+o,(2)+0,(3)+0,(4) [533+9,1(6)]L2 39-5,8(3)
2) 9 . b) 4 _ 35 .
0,0(1) +0,0(2) +0,0(3) + 0,0(4) ’ (103+8 5)0 (55) 3,(6)-3,1(6)
10 ’
6z+0,(5)—0,45(3) 10 5333 33
5 9 3 d——4 15032
,(7)+0,54(6)+0,02 " 11 15,8(3):10 1,58(3)

2. Sa se afle x daca:
1,2:0,375-0,2 0,016:0,12+0,7

a) )
62152108 *
25775
128170 0.7
by %125 63 21 ‘
19 21) o7 0.675:2,4-0,02°
24 40) 16
132 5536
0 15,2-0,25-48,51:14,7 (44 11 66 2) 5

x 3,2+O,8-(5;—3,25j
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3. Sa se afle x daca:

2) 5 lx 1348426 (234202 T 1,
7 7 8-0,0125+6,9 14

1

(2,7-0,8)-2 . )
b : +x+8%_(1,6+1;4,66.70,3).1,922’625;
(5,2-1,4):> (2-1,3):4,3
7 5
4.625-13.9 1 (2.5:1.25):6,75 |12
18 26 68 17

97 5 7 B
(—0,375 :0,125+(—j:(0,358—1,4796:13,7)
2 6 12

4. Sa se calculeze:
1 1
| 12025
6:——0,8: — 2 ;
2 6:570 SO
1+2,2-10

3
2
(1,75:?—1,75-11):

2 17
——0,0325 |:400
80

1(6,79:0,7+0,3);

4,5:[47,375—(26;—18-0,75]-2,4:0,88}
c)

17,81:1,37—23321é
3 6

3:?—0,09:(0,15:2;)
d)

0,32-6+0,03—(5,3-3,88)+0,67

5. Sa se calculeze:

a) 11:2,7+2,7:1,35+ 0,4:2l . 4,2—1i ;
20 2 40

by [10:2247,5:10 [ 2= L.0,25+ 127 ).
3 40 30 360

c)lzz+0,228: 1,5291—M-0,305 10,12 |;
33 95

b

E .
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8,8077
d) +4,9;-
20-[28,2:(13,333-0,3+0,0001)]- 2,004 32

b

{(6,2:0,31—2-0,9)0,24—0,15}:0,02
e)

241402201 L
11 33

6. Sa se arate ca:
e [3,(63) +0,(81)]-0,(142857) 1970
[0,0(6) —0,0(5)]:34,(396825)

7. Sa se verifice egalitatea:
[3,(63)+0,(81)]-0,(142857)
[0,0(8) —0,0(7)]:34,5(015873)

8. Sa se efectueze:

. 0,749 5,243) 11-3,9
L1 14,3 | 4,494 °

9. Sa se calculeze:

50 5

[1225

" [0,4(13) +0,5(86)] - (+/2,89 ++/0,0025) V19881’
B =|0,78:2,64+ L[ - 23+5:6.25 |, |, 781
90 8-0,0125+6,1 900

10. Sa se calculeze numarul:
1 1 1 1 1 1 1

A=—+ + + + + + .
1-2 2.3 3-4 4.5 5-6 6-7 7-8

12i+i+i :i—6:L il
12 10 15) 15 28] 11

502 33 |4l
5 22) 2

{1,(5)+120H2,17—“+23j
45

1

11. Sa se efectueze:

14



12. Sa se calculeze:

E=[1+1E—O,(2)+51}:§.
3 379

13. Sa se calculeze:
1

3
E=l1--6 | |1-_2

1 1

11
— — — + —
2 6 2 6
14. Sa se afle x din egalitatea:

9 7

+| 1+

1
2 | 2
1 1

1 1
7+i
2 6 2 6

7 1

-0,01+—+
2

0,5-

53

15. Sa se rezolve ecuatia:

16. Sa se rezolve ecuatia:

1000

:0,1:—=1977.
1:0,05 X

1 1 1 1

____+___

5 60 10 12

1 1 1 1 1 1 1
—F—t—t+—[ix=—t+—+—.
2 4 8 16 8 16 32

17. Sa se rezolve ecuatia:

I 1 1 1
I+=—+—+—+—|-x=
( 2 4 8 16}

18. Sa se determine x din egalitatea:

6-[(=3)+DI-[=D = (=5~ (=8)]

1 1 1 1

1
8 16 32 64 128

L3S =2~ () ()

()= (2) =) =D+ (3) = (B

19. Sé se afle n € N pentru care:
3 n 14
a) —<—<—;
5 12 15

20. Pentru care valori x € N avem:
3 x+1 3
a) —> >=;
5 35 7

=3.
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. 2 .. . .
21. Un automobil, dupa ce a parcurs 3 din drum, mai are de parcurs 8 km pana ajun-

ge la % din drum. Ce lungime are tot drumul?

22. Sa se afle numarul natural de doud cifre, astfel incat raportul dintre el si rasturnatul

sau sa fie egal cu %

. . . . 71 . < o
23. Suma q trei fractii care au acelasi numarator 1 este 105" Stiind ca suma numitori-

lor este 15, sa se afle cele trei fractii.

24. Care din numerele:

A:L- 1+l+...+L §iB=;- 1+l+...+L
1988 2 1988 1987 2 1987

este mai mare?
25. O brigada de tractoristi ara in prima zi jumatate din suprafata unui teren agricol si
inca, 5 ha. 4 doua zi ara jumatate din rest, iar in a treia zi ultimele 25 ha. Sa se afle

suprafata terenului si cat a arat in fiecare zi.

26. Sa afle un numar N natural, stiind ca diferenta dintre jumatatea si sfertul sau este
cu 24 mai mare decét diferenta dintre treimea si sesimea sa.

27. Elevii unei clase si-au propus sa stranga o cantitate de 70 kg de musetel. Ei au

A 3 .. . A1 .
strans la un moment dat 3 din cantitate. Cate kilograme mai au de cules?

i

“»n
| —

|~

28. Scrieti toate fractiile ordinare cu numitorul 112 care sunt cuprinse intre

Care din aceste fractii sunt ireductibile?

< . . . 11 . o
29. Suma a doua fractii care au acelasi numarator este 10’ iar raportul numitorilor este

% . Sa se afle cele doud fractii.

30. Pentru ce valori ale lui #n € N, fractia bn+7

se poate simplifica?
Tn+2 P P

16



. C - N .3 <
31. O brigada de tractoristi dintr-o ferma a arat in prima zi I din intreaga suprafata.

. 4 . .. 4
A doua zi a arat inca ﬁ din ceea ce a ramas de arat. A treia zi a arat 7 din ceea ce

ramasese nearat dupd a doua zi. A patra zi s-a terminat aratul.

a) Sa se arate prin calcul cd s-au arat arii egale 1n ziua a doua si a treia, iar 1n ziua a
patra s-a arat cel mai putin.

b) Cat s-a arat in fiecare zi daca in prima zi s-a arat cu 6 ha mai mult decat in ulti-
ma zi?

32. Doi elevi au economisit impreuna suma de 500 lei. Daca primul elev ar da celui
S o . . 2 .. < o s
de-al doilea gdm banii sdi, atunci al doilea ar avea 3 din toatd suma. Sa se afle cati

bani are fiecare.

. o 3 .. . .
33. Si se afle trei numere naturale, stiind ca primul este 3 din al doilea, al doilea re-

prezinta % din al treilea, iar produsul dintre primul si ultimul este 1260.

34. Un numadr pozitiv impartit la 7 se micsoreaza cu 120. Care este numarul?

35. O librarie a vandut ntr-o zi caiete de 1,10 lei, creioane de 0,90 lei si maculatoare
de 0,95 lei, incasand suma de 305 lei. Sa se afle cate caiete, creioane si maculatoare s-
au vandut, stiind ca numarul caietelor este de trei ori mai mare decat al creioanelor, iar

al acestora jumatate din cel al maculatoarelor.

36. Sa se afle un numar, stiind ca diferenta dintre jumatatea si sfertul sau este mai mi-
ca decat treimea sa cu 5.

37. intr-un bazin cu capacitatea de 100 ¢ sunt 24 ¢ de apa. Din acestia se iau % din

_ T - e e e . .
cantitate, la care se adauga apoi 2 din rest. Sa se afle cati litri mai incap in bazin.

38. Sa se afle un numar, stiind ca diferenta dintre doimea si patrimea sa este mai mica
decét treimea sa cu 39.

39. Sa se afle doua numere 4 si B, stiind ca 4 este % din B, iar daca A4 ar avea cu 20

mai mult, atunci B ar fi de 1,25 ori mai mare decat 4.
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4. Procente
Radacina patrata
Rapoarte si proportii; proportii derivate
Probleme

1. Sa se impartd numarul 1400 1n patru parti astfel ca: partea I sd se raporteze la par-

tea a doua ca %; partea a [I-a si a Ill-a ca % , lar partea a treia laa IV-a ca % .

2. Sa se gaseasca un numar de doua cifre, stiind ca raportul dintre diferenta cifrelor si

) 3
suma cifrelor sale este Z .

3. Sa se afle ariile a doua dreptunghiuri, stiind ca raportul lungimilor lor este 3’ ra-

- T . . 1
portul latimilor este IR iar diferenta ariilor este de 2 cm?,

4. Se considerd numarul n = 1986% — 1986 — 1985. Si se afle x din proportia:

N
1985 _ 397
5 n

5. Diferenta cuburilor a doud numere naturale este 61, iar patratul raportului lor este

f—z. Sa se afle numerele.

. 1 4 2 o
6. Se da sirul de rapoarte: —=—= 8 =—. Sa se afle numerele x, y, z si ¢, stiind cd xy = z.
X y z
o X YV Z 4 <
7. Fie sirul de rapoarte egale: 3 = S = 7 Stiind ca xyz = 139755, sd se afle x, y, z.

8. Sa se determine numerele naturale x, y, z, stiind ca sunt proportionale cu 0,25; 0,(3);
0,5sicaxy+zx+yz=>54.

. .a—-x b b- c c—z a . .
9.Fiea, b, c,x,y,z#0. Daca =—, y=—, =—, sa se arate ca:
y a z b x c

2ax+by+cz)=a*+b*+ .

10. Diferenta a doua numere este 700, iar catul lor este 8. Sa se afle cele doud numere.
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11. Se dau numerele naturale nenule a, b, ¢, d, astfel incat b = 2a, 3b = 2¢, 4¢ = 3d.

a) Si se arate cd b> = ad.
b) Sa se afle numerele a, b, ¢, d, stiind cd a + b + ¢ + d = 60.

12. Stiind ca numerele 4830, 448230 si 44482230 sunt produse a cate doud numere

naturale consecutive, sa se afle aceste numere consecutive.

13. Sa se rezolve ecuatia:

(1|55 /756,25 | 16 _
701673 4 |21
2

2.

14. Sa se calculeze x din proportia:

24, 11202,
0,1458(3)  x
24

15. Sa se calculeze:

JL21-0,1
J1,96 1,15

Sasearatecab—a=

16. Sa se arate ca numarul:

5 55 555
N'“ﬁg+JQoa)+J0ﬁ«n)+JQ0«mm

este patrat perfect.

17. Se da raportul xr_n ,m,n#0.Sa se calculeze:
y n

X—)y px+tqy px+qy
x+y px—gqy rx+sy

(px # qy, rx + sy #0).

. . . . . . . 1
18. a) Vitezele pe jos, célare si cu bicicleta sunt direct proportionale cu numerele 25,

5si6.
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Viteza pe jos fiind de 5 km/h, sé se afle viteza célare si viteza cu bicicleta.
b) De la gara la un sat se poate ajunge cu bicicleta cu 18 minute mai repede decat
calare. Care este distanta de la gara pana in sat?

19. Dupa doua reduceri de preturi, un pardesiu costd 612 lei. Stiind cd prima reducere
a fost de 15%, iar a doua reducere de 10%, sa se afle cat a costat pardesiul inainte de
reducerea preturilor.

20. La o fabrica de sticla se comanda 300 t sticld. Sticla se prepard din 68 parti nisip,
36 parti soda si 20 parti var. Cate kilograme sunt necesare din fiecare fel?

21. Un casier a Incasat o anumitd suma de bani. Daca ar mai Incasa inca un sfert din
cat a incasat si in plus 500 lei, atunci ar fi incasat 5500 lei. Cat a incasat in fapt casie-
rul?

22. La o ferma s-au Tnsaméantat % din terenul arabil cu porumb, % din rest cu grau, %

din noul rest cu orz si restul de 18 ha cu ovaz. Sa se afle suprafetele repartizate pe cele
4 culturi.

5. Marimi direct si invers proportionale
Regula de trei simpla; regula de trei compusa
Probleme

1. Un litru de lapte contine 134 grame smantana. Cati litri de lapte contin 1 kg de
smantand?

2. Media aritmetica a trei numere naturale este 32. Primul numar este mai mare de
doua ori decat al doilea, iar media aritmetica intre al doilea si al treilea numar este 35.
Sa se afle numerele.

3. O echipa formata din 10 muncitori poate termina o lucrare in 20 de zile. Dupd ce
echipa lucreaza 10 zile, 6 muncitori sunt trimisi in altd parte sa lucreze. In cat timp vor

termina lucrarea muncitorii care au ramas?

4. Trei muncitori pot termina o lucrare 1n opt zile. Cati muncitori vor termina o lucrare
de douad ori si jumatate mai mare in sase zile?

5. Daca 15 tesatoare au tesut 2280 m de panza in 16 zile, cite tesatoare vor tese 1596
m de panza in 24 zile?
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6. Sa se gaseasca patru numere Intregi care sa fie invers proportionale cu numerele 7,
8, 9 si 10. Sa se arate cd avem un numar nesfarsit de solutii. Care sunt cele mai mici
numere care indeplinesc aceste conditii?

7. O fabrica vinde 45360 bucati de sapun de doud calitati: de 6 lei bucata si de 4 lei
bucata. Ea incaseaza in total 211680 lei. Cate bucati au fost din fiecare calitate?

8. Douad categorii de piese cantaresc respectiv cate 9 kg si 23 kg fiecare. Daca 100 de
piese din ambele categorii cantaresc in total 1390 kg, sa se afle cate piese sunt din
fiecare categorie.

9. Un camion parcurge distanta de 188 km in 4 ore. O parte din drum merge cu viteza
de 42 km/h, iar a doua parte din drum cu viteza de 50 km/h. Ce distanta a parcurs cu
prima viteza si ce distantd cu a doua?

10. Un bilet de stal costa 5 lei, iar unul de loja 7 lei. Stiind ca intr-o clasa s-au cumpa-
rat 11 bilete in valoare de 65 lei, sa se afle cate bilete de 5 lei si céte de 7 lei s-au cum-
parat.

11. O suma de 1800 lei a fost platitd in monede de 25 lei si 3 lei. Stiindu-se cd in total
au fost 182 de monede, sa se afle cate monede de 25 lei si cate de 3 lei au fost platite.

12. O brigada de 12 lucratori poate termina sapatul unui canal in 25 de zile. Dupa ce
brigada lucreaza 5 zile, 6 lucratori pleaca la altad lucrare. In cate zile se va termina sa-
patul acestui canal?

6. Utilizarea principiului cutiei in rezolvarea problemelor

I. Introducere

Principiul cutiei este cunoscut si sub numele de principiul sertarelor, sau al porum-
beilor si coliviilor. Acest principiu a fost folosit pentru prima data in anul 1834 la de-
monstrarea unor rezultate ale teoriei numerelor (mai exact, la gasirea solutiilor ecuatiei
lui Pell), de catre matematicianul german Dirichlet (1805-1859), astfel incat mai este
numit si principiul lui Dirichlet. Dirichlet insusi 1-a numit principiul sertarelor. Sub
denumirea de principiul lui Dirichlet apare in editia din 1863 a lui Dedekind a cartii
Vorlesungen iiber Zahlentheorie (Lectures on Number Theory — Prelegeri de teoria
numerelor).

Apoi, in 1905, apare intr-o lucrare de teoria numerelor a lui Bachmann (care face
aluzie la principiul lui Dirichlet), precum si in Geometria numerelor a lui Minkowski,
in 1910, care pomeneste vestita metoda a lui Dirichlet. Se mai foloseste intr-o lucrare
de aproximarea numerelor, prin 1940.

Incepand cu 1953 apare frecvent, impus mai ales de Paul Erdos (1913-1996) in
combinatorica.
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II. Forme ale Principiului Cutiei

Enuntul acestui principiu este urmatorul:

(P — forma slaba). Daca n +1 obiecte sunt repartizate in # cutii, atunci exista cel
putin o cutie care contine mai mult de un obiect.

In limbajul multimilor, acest principiu se enunta astfel:

Daca o multime A este reuniunea a n submultimi, disjuncte doud céte doud, atunci
oricare ar fi n+1 elemente din multimea A, existd cel putin 2 dintre ele in aceeasi
submultime.

Sa revenim la modul de redare a lui prin referire la obiecte concrete. O forma mai
simpla este urmatoarea:

Daca vrem sa punem trei bile in doua cutii, va fi necesar sa punem intr-o cutie doua
bile.

O forma mai generala @ acestui principiu este:

(P1 — mai generald) Daca repartizdm » -k +1 obiecte in n cutii, atunci exista cel
putin o cutie in care sunt cel putin & +1 obiecte.

Observatie. Fie numerele naturale nenule n si m;, m,, ..., m, si fie x, <m, -1,
x, <m, —1,..., x, <m, —1 numere nenegative. Atunci avem:

X +x, 4. +X, S(ml —1)+(m2 —1)+...+(mn —1): m+m,+..+m —n.

Teorema. Fie m,, m,, ..., m, numere naturale nenule. Daca repartizam m; + m, +
+ ...+ m,—n+ 1 obiecte in n cutii, atunci fie in prima cutie avem cel putin m, obiec-
te, fie in cea de-a doua cutie avem cel putin m, obiecte, ..., fie In cea de-a n-a cutie
avem cel putin m, obiecte (ordinea cutiilor este aleatoare).

Demonstratie. Presupunem (prin reducere la absurd) ca pentru orice k, in cutia k&
avem cel mult m, —1 obiecte (negatia afirmatiei teoremei). Atunci, in cele n cutii vom

avea in total cel mult (m, —1)+(m, —1)+...+(m, —1)=m, +m, +...+ m, —n obiecte,

ceea ce contrazice ipoteza, care spune cd avem m, +m, +...+m, —n+1 obiecte.

Particularizari ale teoremei

1. Fie m, =m, =...=m, =2. Atunci m, + m, +...+m, —n+1l=n-2-n+1=n+1
si astfel obtinem enuntul principiului cutiei in forma data la inceput (P).
2.Fie m; =m, =...=m, =k +1. Acum obtinem
mo+my,+..+m, —n+l=n-(k+1)—n+l=n-k+I,
adica enuntul principiului sub forma (P»).
Dupa cum se constata din practica, dificultatea utilizirii acestui principiu (pe cat

de simplu, pe atat de eficient), consta in identificarea corecta a cutiilor si a obiecte-
lor.
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III. Probleme

1. Sa se arate ca intr-un grup de 8 persoane exista cel putin doua care au ziua de naste-
re in aceeasi zi a saptdmanii.

2. Sa se arate cd Intr-un grup de 37 de elevi, cel putin 4 au ziua de nastere 1n aceeasi
luna.

3. Intr-un siculet sunt 9 bile numerotate de la 1 la 9. Extragem la intamplare 7 bile din
saculet. Sa se arate ca:
a) cel putin o bila are scris pe ea un numar divizibil cu 3;
b) folosind cifre scrise pe bilele extrase, se pot forma cel putin trei numere divizibi-
le cu 3.
Olimpiada de Matematica, Etapa pe municipiu, Bucuresti, 1995 (enunt modificat)

4. Sa se arate ca oricum am alege 11 numere din multimea {1, 2, 3, ..., 19}, exista
printre ele doud a caror suma este 20.

5. Sa se arate cd oricum am alege 16 numere din multimea {1, 2, 3, ..., 30}, exista
printre ele doua a si b astfel incat a | b.

6. Daca X este o submultime a multimii {1, 2, 3, ..., 9}, definim Sy ca fiind suma ele-
mentelor submultimii X. (De exemplu, daca X = {1, 4, 7, 8}, atunci Sy=1+4+7 +
+ 8 =20, iar daca X = J, atunci Sz = 0.) Sa se arate ca oricum am alege 26 de submul-
timi de maximum 3 elemente din multimea {1, 2, 3, ..., 9}, existd doua submultimi 4
si B astfel incat Sy = Sp.

7. Sa se arate ca oricum am pune 106 bile de 3 culori in 5 cutii, va exista cel putin o
cutie cu cel putin 8 bile de aceeasi culoare.

8. In jurul unei mese rotunde cu 36 de locuri se afld 19 fete si 17 baieti. S se arate ci
oricum s-ar aseza, cel putin 2 fete se vor afla fata in fata (pe locuri diametral opuse).
Georgeta Alexandrescu si Niculaie Marin Gosoniu, Etapa locala, Bucuresti, 2009

9. Avand musafiri, o gazda pregiteste o masa rotunda (si care se poate roti) pe care
asaza 18 carduri cu numele fiecarui invitat, Tn dreptul unui scaun. Cei 18 musafiri au
observat cardurile abia dupa ce s-au asezat, cand au constatat cd niciunul dintre ei nu
s-a asezat pe locul ce-i fusese rezervat. Dorind sa reducd numarul celor care se ridica
(sau poate pentru a micsora dezordinea), gazda (care, probabil, mai trecuse prin aceas-
td experientd) propune s roteascd masa (cu céte un loc!) pana cand vor fi cel putin doi
invitati corect agezati. Sa se arate cd acest lucru este cu putinta: exista intotdeauna o
pozitie a mesei astfel incat cel putin doud persoane sunt corect asezate.
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10. In vederea pregatirii unui concurs, un sahist isi propune ca, pe parcursul a 5 sap-
tdmani, sa se antreneze analizdnd zilnic cel putin o partida, dar in total sa nu depa-
seasca numarul de 50 de partide analizate. Sa se arate cd exista o succesiune de zile pe
parcursul carora sahistul analizeaza exact 19 partide.

11. Se stie cd o scoala are exact 2007 elevi. Sa se arate cd cel putin doi dintre elevii
scolii, au acelasi numar de prieteni. (Se presupune ca dacd elevul 4 este prietenul ele-
vului B, atunci si elevul B este prietenul elevului 4. Un elev nu este prieten cu el in-
susi.)

12. a) Sé se arate ca oricum am alege 7 numere naturale patrate perfecte, printre ele
exista cel putin doud a caror diferenta este divizibila cu 10.
b) Sa se arate ca oricum am alege 5 numere naturale pitrate perfecte, printre ele
existd cel putin doud a caror suma sau diferenta este divizibila cu 10.
Doru Popescu Anastasiu, Concursul Nicolae Coculescu, Slatina, 30.X1.2007

13. Arétati ca dintre 1003 numere naturale care Tmpartite la 2005 dau restul un numar
natural impar, existd cel putin doud numere a caror diferenta se imparte exact la 2005.
Revista Arhimede nr. 4-6/2006, Liviu Oprisescu, Bucuresti

14. Sa se arate ca oricum am alege 504 numere naturale distincte nenule cel mult egale

cu 2007, printre ele exista doud a caror diferenta este 2, 3, 5 sau 8.
Niculaie Marin Gsoniu, Proba de baraj pentru IMAC-Gimnaziu, 22 iunie 2007

15. Se da multimea M = {4, 44, 18, 25, ..., 186, 193, 200}. Daca A4 este o submultime
a lui M, iar card 4 = 16, sa se arate ca In A exista doua numere a caror suma este 211.

16. Intr-o sald avem 12 scaune asezate pe un rand. Sa se arate ca oricum s-ar aseza 9
oameni pe cele 12 scaune (cite o persoana pe un scaun), va exista un grup de 3 scaune
consecutive ocupate.

17. Fie 10 bile colorate. Sa se arate ca exista 4 bile colorate la fel sau 4 bile de culori
diferite.
Etapa judeteana, Judetul Valcea, 1996

18. a) Sa se arate cd existd un numar de forma k3, k e N, care diferd de un numar

intreg cu mai putin de

b) Si se arate ci pentru orice n € N” existd un numar de forma k+/3 , k € N, care

oo A . 1
difera de un numar intreg cu mai putin de TR

Desigur ca exista exemple din geometrie — cu puncte in interiorul unui triunghi
echilateral, in interiorul unui patrat, al unui cub sau unei sfere etc.
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Principiul cutiei este o sursa de inspiratie pentru cei care compun probleme. De-a
lungul timpului acest principiu a fost cheia multor probleme date la concursuri, asadar
el prezinta un interes deosebit. Faptul ca intelegerea lui nu necesita cunostinte sofisti-
cate nu-i scade valoarea si-l face accesibil elevilor de gimnaziu si chiar celor de la
ciclul primar. Problemele ce se pot rezolva cu ajutorul lui, pun la incercare perspicaci-
tatea si imaginatia rezolvitorilor, constituind un bun exercitiu mental si conducand la
ridicarea nivelului de inteligenta al elevilor.

7. Exercitii si probleme recapitulative

1. Sa se determine urmatoarele multimi de numere:
A={xeN|2<Jx<4y

B={xeN|5<+2x-1 £6};
C={xeN|17<x*<50};
D={xeN|7<x’<1001}.

2. Sa se determine x € N care adunat cu 56 sa dea un patrat perfect, iar adunat cu 113
da alt patrat perfect.

3. Fie n un numaér natural mai mare sau egal cu 2. Dovediti ca:
a) 2" se poate scrie ca o suma de doud numere naturale impare consecutive;
b) 3” se poate scrie ca o suma de trei numere naturale consecutive.

4. O fabrica de confectii a primit intr-o zi stofd in valoare de 127000 lei. Stiind ca un
sfert din stofa a fost de 400 lei metrul, o treime de 275 lei metrul, iar restul de 175 lei
metrul, sa se afle cati metri de stofa au fost de fiecare calitate.

5. Sa se arate, fara a efectua calculele, ca expresia:
E=1001"+2002% + 3003 + 4004* — 1
nu poate fi un patrat perfect.

6. Sa se determine urmatoarele multimi de numere:
A={xeN|17<x+1<23};
B={xeN|5<2x-1<11};
C={xeN|1l<3x+2<20}.
Ce relatii exista intre ele?

7. Fie 4 multimea numerelor de forma 7a8b care se divid cu 15 si B multimea nume-

relor de forma 7x8y care se divid cu 40. Sa se determine multimile:
AUB,ANB,A\B,B\A4,(A\B) U (B\A).

25



8. Sa se afle numarul zerourilor cu care se termind produsul:
P=1-2-3-...-99-100.

9. a) Sa se rezolve in N inecuatia:
x—{19095:335-22.[2-5+(2°- 5% : (2. 5]} - 5<5.
b) Determinati multimile 4 si B, astfel incat sa fie indeplinite simultan conditiile:
1) AuB=Y{a,b,cd,e};
2) AN B={a,b};
3) A\B={c,d}.

10. O lingura si o linguritd costa impreuna 15 lei, o lingurita si o furculita costa 12 lei,
iar o furculita si o lingura costd 17 lei. Ce pret are fiecare?

11. Pentru 10 probleme bine rezolvate si 3 probleme gresite un elev obtine 41 de punc-
te. Un alt elev obtine 24 de puncte pentru 6 probleme bune si 2 gresite. Cate puncte se
vor acorda pentru 8 probleme bine rezolvate si una gresita?

12. Sa se determine x, astfel ca multimile:

A= 0,0625-£;0,3(15)-3i siB= 32-L-52;x
0,(3) 52 100

sd aiba aceleasi elemente.

13. Sa se arate ca pentrux > 1, x € N, fractia:

e _24)C

25, -2,
este ireductibila.

14. Sa se afle valorile lui 7 care verifica ecuatia:
nn-)+1 nn-1)+2

nn-1)+3 nn-1)+6

15. Sa se compare numerele:

P 2
A=a" P p= [a—fj ,unde a > 0.
a 3

16. Sa se afle numerele naturale p si g, stiind ca verifica egalitatea:
pg=2p+q+1).

17. in cadrul unui campionat de volei participa un numar impar de echipe. Fiecare
echipa a jucat un meci cu toate celelalte. Stiind ca au avut loc 55 de meciuri, sa se afle
numarul echipelor participante.
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18. Cum putem aduce 6 { de apa de la rau dacd avem numai un vas de 4 £ si unul de 9
€?

19. Cum putem aduce de la rau 17 £ de apa cu ajutorul @ doua vase de 11 £ si respectiv
de 9 €?

20. Cum putem misura 5 dm® de api, avand la dispozitie doua vase: unul de 3 € si
altul de 7 £?

21. Sa se efectueze operatiile din expresia:

E=5+ /2 ! : L _1 .
0,3(7) 340 0,01

Daca numarul gésit reprezintd perimetrul unui triunghi oarecare ABC, ale carui laturi

o o ...a b b c . . .
verifica relatiile: 5= 5; s = e sa se afle laturile acestui triunghi.

22. Pe o linie dubla de cale feratd, un tren accelerat lung de 60 m depaseste un tren de
persoane lung de 80 m si care merge in acelasi sens, In 28 de secunde. Acelasi tren
accelerat Intalneste la intoarcere ternul de persoane pe langa care trece in 4 secunde.
Care sunt vitezele celor doud trenuri?

23. Aflati numarul abcd , stiind cd \5Vabed este numar natural.

24. Fie expresia E(x) care indeplineste conditia:
Ex)=Ex-1)+2,VxeN"
Sa se calculeze E(100) — E(0).

25. Un tren lung de 135 m depaseste un pieton, care se deplaseaza cu o vitezd de 10
ori mai mica, in 10 secunde. Sa se afle care este viteza trenului si cea a pietonului.

26. Pentru evidentierea elevilor colaboratori la Gazeta matematica se acorda 10 puncte
la fiecare problema bine rezolvata si se scad 3 puncte pentru fiecare problema gresita.
Un elev a obtinut 261 de puncte In urma trimiterii a 30 de probleme. Cate probleme a
rezolvat corect si cate a gresit?

27. Sa se calculeze:
S=[W11+[V21+[V3] +...+[+/100],

unde [a] este partea Intreagd @ numarului a.

28. Determinati a € 7", astfel incat, pentru orice n € N, fractia:
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an—1+ (a—1)(=1y""
a

sa fie un numar intreg.

29. Sa se dea exemple de numere x, y, z, astfel incat:

\/;<x;\/y:y si Jz>z.
30. Sa se rezolve fa‘lré a folosi scrierea zecimala ecuatia:
abcd — abed | a-—1 b+l 1 by,
( - ) n+1 ) bn+1 bn ( )
abcc + abcc
in care x este un numar real necunoscut, » un numar natural fixat, a, b, cifre nenule, iar
c si d cifre consecutive (¢ < d). Numerele sunt scrise n baza zece.

31. Sa se rezolve ecuatia, stiind ca [x] este partea intreagd a numarului real x:
2[x] + 3 =4x.

32. Sa se rezolve ecuatia:
x+2x+3x+ ... +100x=22-5%-101.

33. Sa se rezolve ecuatia:

34. Un biciclist urca drumul de la 4 la B cu viteza de 8 km/h si coboara de la B la 4 cu
viteza de 26 km/h. Stiind ca timpul de parcurgere a drumului 4B este cu 9 ore mai
mare decat a drumului B4, sa se afle lungimea drumului 45.

35. Sa se arate ca numarul:
N=111"+2222+333% + 444* + 555° — 12345
nu este patrat perfect.

36. Sa se rezolve ecuatia:
J7225 . /28900 s 226576

=17.
11 23 X
37. Se da expresia:
Xty x-—y
E(x,y):x—y x+y' x+y+x—y .
x—y+x+y X y
X+y xX—=y

a) Sa se aduca la forma cea mai simpla.
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ak + bx
X—a
¢) In ce conditii exista solutia x?

b) Sa se rezolve ecuatia:

= F, unde E este expresia data.

38. Sa se determine multimea X care satisface simultan conditiile:
a) Xc{2,3,4,6};
b) X< {2,4,5};
c) {2,4} <X

39. Daca la un numar de cinci cifre punem in dreapta cifra 9, obtinem un numar de 4 ori
mai mic decat s-ar obtine punand cifra 9 in stdnga numarului. Sé se afle acest numar.

40. Sa se determine multimea:
1
Mz{yeZ‘yz On + S,neZ}.

2n+1

41. Sa se determine multimile 4 si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
1) AuoB={a,b,c, d};
2) A\B={a, b};
3) AnB={c,d}.

42. Se dau multimile:

A:{xeN‘x=2n+6,neN};
n+1

B= {[\/g ], [\/ﬁ l [7, 9]} , unde [x] este partea intreaga a lui x;
C={xeN|x=2a+1,a € A}.
Sa se calculeze: A\ W B,BNC,A\C,Bx C.
43. Stiind ca: A= 16, B=17 (unde A inseamni cardinalul multimii 4):
a) sa se calculeze: AN B, A\B,B\ A cand AU B =20;
b) sa se calculeze: AN B, A\B, Ax B cand AU B =31.

44. Sa se determine multimile 4, B si C, stiind ca satisfac simultan conditiile:
aA)AuB=BuC=Cud={1,2,34,5}; b)ANnBnN C=,
c)Bn C={3,4}; d)4\C={1,5}.

45. n patru sili de clasa se afla 121 de elevi. Si se arate ci existd o clasi cu cel putin
31 de elevi.
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46. Intr-o clasa sunt 37 de elevi. Sa se arate ca dintre acestia cel putin 4 sunt nascuti in
aceeasi luna.

47. Sa se gaseascd cel mai mic numar natural care impartit la fiecare din numerele 7,
8, 9 sd dearestul 1.

48. Sa se determine numerele naturale # si ab, stiind ca ab -n= alb.

49. Demonstrati ca nu exista patrate perfecte de forma 5z + 2 sau 57 + 3 (n € N).

50. Fie fractia:
2
Fe n2 n+2
n+n+2

Sa se arate ca pentru orice n € N, fractia este reductibila.

(n e N).

51. Si se arate ci numerele de forma 5" - 2" — 125, cu n € N, sunt divizibile prin
1125.

52. Un teren agricol a fost cultivat in felul urmator: jumatate din teren si incd 50 ha au
fost cultivate cu grau. Jumatate din rest si incd 50 ha cu porumb, iar jumadtate din noul
rest si ultimele 50 ha cu cartofi. Sa se afle cate hectare avea terenul agricol.

53. Media proportionald a numerelor 60 si x este un numar natural mai mic decat 100.
Sa se afle x.

54. Sa se determine x din proportia:

[146,41
X+, |[———
121 3

x—0,56) 2

55. Sa se determine numerele a, b, ¢, stiind ca:
ﬁzézﬁ si abc = 576.
3 4 6
56. Fie a, b, c trei numere nenule, astfel incat:
2a=5b=9c=x(a+ b +c).
Sa se determine valoarea lui x.

57. Séa se afle numerele naturale x si y astfel ca:
x_ y. 4x+y+5(x+y)

—==; 3.
2 3 24
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58. Sa se determine numerele naturale p si g, astfel incat:
5P 43 =2(57—57).

59. Sa se demonstreze cd nu existd niciun numar natural care Impartit la 10 s& dea res-
tul 3 si impartit la 15 sa dea restul 4.

60. Sa se arate ca, oricum am lua 11 numere naturale cuprinse Intre 1 si 100, exista cel
putin doua a cdror diferentd nu depaseste pe 9 si cel putin doua a céror diferentd se
divide la 10.

61. Numerele reale nenule a, b, ¢ satisfac relatiile:
-a+b+c a-b+c a+b-c

a b c
Ce valori poate lua produsul:
_(a+Db)b+c)c+a) 0

abc

P

62. Fie a, b, ¢ > 0. Sa se determine numerele x, y, z proportionale cu a, b, c, stiind ca

indeplinesc conditia:
1 1 1

—2+—2+—2=(ab+bc+ca)2 —2abc(a+b+c).

Xy oz

a_

4

63. a) Fie numerele pozitive nenule a si b, astfel incat . Sa se verifice daca:

o | o

2
a a a3

< < , (1).
a+b a*+b> a+b )
b) Sa se arate ca dacd a, b > 0, atunci inegalitatile (1) au loc dacé si numai daca
0<b<a.

64. Sa se calculeze sumele:
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GEOMETRIE PLANA

1. Unghiuri
Triunghiuri
Drepte paralele

1. Se da un unghi drept ABC si o semidreapta BD in interiorul lui. Sa se arate ca sime-
tricele acestei semidrepte fatd de laturile unghiului sunt in prelungire. Ce devine acest
rezultat dacd unghiul 4BC are 45°?

2. Unghiurile 4, B, C ale unui triunghi sunt proportionale cu numerele 11, 4, 3. Se
prelungeste bisectoarea 4D cu un segment [DE] = [BD], iar din £ ducem perpendicu-
lara EF pe BC. Sa se calculeze masura unghiului BEF.

3. Fie unghiul AOB cu masura de 150° si C intersectia mediatoarelor segmentelor OA4
si OB. Sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral.

4. Se da unghiul drept xOy si se considera punctul 4 pe Ox si B pe Oy. Se noteaza cu /
intersectia dintre bisectoarea unghiului dat si mediatoarea lui AB si cu d distanta de la
punctul / la Ox si respectiv Oy. Sa se arate cd O4 + OB = 2d.

5. Daca A1, 4> sunt respectiv simetricele lui 4 fatd de B si C in triunghiul 4ABC, sa se
determine pe latura BC un punct M, astfel ca suma MA; + MA; sa fie minima.

6. Intr-un patrulater convex, inscris intr-un cerc, trei unghiuri consecutive sunt direct
proportionale cu numerele 5, 12, 13. Sa se determine unghiurile patrulaterului.

7. Dacé masurile unghiurilor unui triunghi sunt proportionale cu numerele 1, 2 si 3,
atunci triunghiul este dreptunghic.

8. In triunghiurile ABC si A’B'C’' se duc inaltimile AD, A'D’ si medianele BE si B'E.
Sa se demonstreze cd aceste triunghiuri sunt congruente daca:

a)AB=A'B'; AC=A'C' siAD=A'D’;

b)AB=A'B'; AC=A'C' si BE=B'E".

9. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4. Sa se arate cd m(«C) < 30° daca si numai
daca BC > 2A48B.

10. Fie AM bisectoarea unghiului 4 in triunghiul oarecare ABC. Sa se arate cd AB <
AC daci si numai dacd m(«B) > m(«C).
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11. Fie ABC un triunghi isoscel cu baza BC si unghiurile de la baza de cate 80° fieca-
re. Se duc semidreptele BM si CN (M € AC, N € AB), astfel incat m(«4ABM) = 20° si
m(«4CN) = 30°. Sa se afle m(xANM).

12. Fie patrulaterul ABCD. Paralela prin B la latura AD intersecteaza diagonala AC in
E, iar paralela prin A4 la latura BC intersecteaza diagonala BD in F. Sa se arate ca EF si
CD sunt paralele.

13. Se considera triunghiul echilateral 4BC. Pe segmentul 4B se ia punctul M, pe
segmentul BC se ia punctul N si pe segmentul CA se ia punctul P, astfel ca AM = BN =
= CP. Notam MC N PB = {E}; AN N PB = {F}; MC N AN = {G}. Sa se arate c4 tri-
unghiul EFG este echilateral.

14. Se da un triunghi echilateral ABC de laturd a si se prelungeste latura 4B cu un
segment BD egal cu 2a, iar latura AC cu un segment CE egal cu a. Sa se arate ca seg-
mentele DC si DE sunt egale.

15. Se da un triunghi ABC in care unghiul CAB este de 60°. Iniltimile BB’ si CC' se
intersecteaza in H, iar bisectoarea unghiului CAB intersecteaza cele doua inaltimi BB’
si CC" in O si E. Sa se demonstreze ca triunghiul OEH este echilateral.

16. Intre un triunghi ABC dreptunghic in 4, bisectoarea unghiului C intersecteazi pe
AB 1n E si indltimea din 4 pe BC in F. Sa se arate ca triunghiul AEF este isoscel.

17. Pe laturile BC si CD ale dreptunghiului ABCD se construiesc in exterior triunghiu-
rile echilaterale BCE si CDF. Sa se arate ca FC L BE si CE L DF.

18. Consideram triunghiul ABC dreptunghic in 4. Perpendicularele in B si C pe ipote-
nuza retaie laturile AC, AB in B', C'. Fie si AA’ inaltimea din A. Notdm BC = a, AC =
b, AB = c. Sa se arate ca:
an =2 gy =9 ccr=9
a b c
N. Mihdileanu

19. Fie triunghiurile ABC si ABC', astfel incat AC = AC' si punctele D € (BC) si D' €
€ (BC"), astfel ca BD =DC si BD' = D'C". Sa se arate ca:
DD’ <AB+ AC.

20. Sa se construiasca triunghiul ABC, stiind lungimea naltimii AD = h (D € BC), a
medianei AM = m (M € BC) si masura unghiului BAC = u.

21. Pe laturile BA4 si CA ale triunghiului ABC ludm punctele M si N, astfel incat BM =
= CN. Dacia P este mijlocul segmentului MN si Q mijlocul segmentului BC, atunci PQ
este paralel cu bisectoarea A4" a unghiului 4.
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22. Sa se arate ca o conditie necesara si suficientd ca bisectoarea unghiului 4, inalti-
mea dusa pe AC si mediatoarea laturii 4B ale unui triunghi ABC si fie concurente este
cam(«4) = 60°.

23. Trapezul isoscel ABCD cu baza mare AB are diagonalele perpendiculare, £ fiind
punctul lor de intersectie. Fie F simetricul lui 4 fata de E. Sa se arate cé dreptele BC si
DF sunt perpendiculare.

24. Fie un triunghi oarecare ABC si o dreapta oarecare care trece prin A. Notdm pro-
iectiile varfurilor B si C pe aceasta dreapta cu M si N. Consideram inaltimea AP. Sa se
arate ca triunghiurile ABC si MNP sunt asemenea.

25. In triunghiul ABC, unghiul format de latura BC cu iniltimea CD este egal cu un-
ghiul format de latura 4B si bisectoarea 44" a unghiului 4.

a) Ce fel de triunghi este ABC?

b) Daca CD n AA' = H, sa se arate ca BH L AG.

26. Intr-un triunghi oarecare ABC, fie [ punctul de intersectie a bisectoarelor A4’, BB,
CC(C'. Sa se arate ca avem: IA > [A'; IB > IB'; IC > IC'.

27. Fie triunghiul ABC, mediana A4’ si M € AA' care imparte segmentul 44’ in rapor-
tul k. Dreapta BM intersecteaza pe AC in N. Care este raportul in care N imparte seg-
mentul AC?

28. Pe latura AB a unui triunghi echilateral 4BC se considerd un punct mobil M, iar pe
latura AC un punct P, astfel incat [PC]| = [AM]. Sa se demonstreze ca:
+PBC + «MCB = const.

29. Daca intr-un triunghi de laturi a, b, ¢ notdm a + b + ¢ = 2p, atunci:
2a(p — ¢) + 2b(p — a) + 2c(p — b) = a* + b* + .

30. Sa se construiasca un triunghi, cunoscand perimetrul si unghiurile sale.

31. Fie di si d> doua drepte in plan care au urmédtoarea proprietate: orice dreaptd din
plan care intersecteaza pe una din dreptele d; sau d» o va intersecta si pe cealalta. Sa se
arate ca d; || da.

32. In triunghiul ABC se duce bisectoarea AD, D € BC. Din D se duc dreptele DE si
DF paralele cu AC si respectiv AB. Sa se arate ca patrulaterul AEDF este romb.

33. Fie ABC un triunghi si M € AC. Bisectoarele unghiurilor «4AMB si «CMB intersec-

teaza laturile AB, respectiv BC in P si Q. Sa se arate ca dreapta PQ este paralela cu AC
daca si numai daca M este mijlocul lui AC.
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34. Fie M mijlocul laturii BC a triunghiului ABC si N € (4B), P € (AC), astfel incat MN
si MP sunt bisectoarele unghiurilor «tAMB si «AMC. Sa se demonstreze ca NP < AM
daca si numai dacd m(«4) < 90°, cu egalitate doar pentru m(«A4) = 90°.

35. Fie ABC un triunghi si AD mediana corespunzatoare laturii BC. Sa se arate ca:
a) m(«4) =90°<= 4D = % ;

b) m(«4) <90° < AD > %;

¢) m(¢4) > 90° < AD < %.

36. Fie un triunghi oarecare ABC si M un punct pe BC. Punctul M se proiecteaza pe
AB in N, iar perpendiculara in M pe BC si paralela prin 4 la BC se taie in P. Sa se arate
cd NP < AM. in ce caz avem egalitate?

37. Fie AD mediana in triunghiul ABC. Sa se arate ca orice paraleld EF la BC este taia-
ta de AD la jumatate.

38. Fie ABCD un trapez oarecare (4B || CD), F punctul de intersectie a laturilor nepa-
ralele AD si BC, O intersectia diagonalelor, iar F' si G mijloacele bazelor. Sa se arate
ca punctele £, F, O, G sunt coliniare.

39. Fie AM mediana in triunghiul ABC si O € AM. Daca BO intersecteaza pe AC in E,
CO pe AB in F, atunci EF || BC. Reciproc, daca EF || BC, atunci CF, BE si mediana
AM sunt concurente.

40. Fie ABCD un trapez cu bazele 4B si CD, O intersectia diagonalelor, iar EO || 4B
(E € AD). Sa se demonstreze relatia:
1 1 1

— =t —.
EO AB CD

41. Sa se demonstreze ca intr-un trapez paralela la baze dusa prin punctul de intersec-
tie a diagonalelor determina pe laturile neparalele segmente proportionale cu bazele.

42. Daca baza mare BC a unui trapez este fixa, iar baza micd AD, este de marime con-
stanta si se deplaseaza pe dreapta AD, sa se afle locul geometric al punctului O de in-
tersectie a diagonalelor.

43. Fie triunghiul ABC si A4’ mediana, D € AA', astfel incat % =" Prin D se duce
n

o dreapta care intersecteazd AB si AC respectiv in P si Q. Sa se demonstreze relatia:
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£+%=2(£—1).
P4 04 \m

44. Se da patrat cu latura 1. Sa se gaseasca locul geometric al punctelor, astfel incat
suma distantelor de la acest punct pana la laturile patratului sau la prelungirile lor sa
fie egala cu 4.

45. Fie patrulaterul convex ABCD, M mijlocul laturii DC, N mijlocul laturii BC si
{0} = AC n BD. Dacia O este centrul de greutate al triunghiului AMN, atunci ABCD
este paralelogram.

46. Fie ABCD un paralelogram, P un punct nesituat pe niciuna din dreptele suport ale
laturilor si diagonalelor, M\, M>, M3 si M4 mijloacele segmentelor PC, PD, PA si PB.
Sa se arate ca dreptele AM1, BM>, CM3 si DM, sunt concurente.

47. Fie triunghiul isoscel ABC (AB = AC, m(£A) < 90°). Perpendicularele in 4 pe AB
si AC intalnesc inaltimile din B si C in B, respectiv C'. Fie H punctul de intersectie a
celor douad Tndltimi. Sa se arate ca:

a) AH 1 BC;

b) patrulaterul AB'HC" este romb;

c)B'C' || BC.

48. Fie triunghiul oarecare ABC si punctele D € (BC), E € (AC), F € (AB). Dreptele
DE si DF taie paralela prin 4 la BC respectiv in M si N. Sa se arate ca AM = AN daca
si numai daca dreptele AD, BE si CF sunt concurente.

49. Fie ABCD un patrulater in care m(«BAD) = 90°, [AB] = [AD], [BC] = [CD] = | BD].
Punctul O este punctul de intersectie @ diagonalelor, iar M, N, P mijloacele segmente-
lor AD, BC, AC.

a) Sa se arate ca patrulaterul MNPO este paralelogram.

b) Sa se determine unghiurile acestuia.

50. in paralelogramul ABCD unghiul A4 are 60° si AB = 24D. Fie M si N mijloacele
laturilor AB si CD, Q intersectia dintre AN si BC, iar P intersectia lui MQ cu DC. Sa se
arate ca BP si DC sunt perpendiculare.

51. Fie M, N, P, Q mijloacele laturilor AB, BC, CD si DA ale patrulaterului convex
ABCD. Notand AC n BD = {S}, sa se arate ca m(«A4SD) > 90° daca si numai daca
MP > NQ.

52. Fie ABCD un patrulater convex cu unghiurile B si D mai mari decat un unghi
drept. Sé se arate cad BD < AC.
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53. In dreptunghiul ABCD bisectoarea unghiului B si diagonala care pleaca din acest
varf fac Intre ele un unghi de 15°. Bisectoarea intilneste diagonala AC in P si latura
DC in E. Sa se arate cd triunghiurile COE si POE sunt isoscele, O fiind intersectia
diagonalelor.

54. Fie dreptunghiul ABCD, E si F mijloacele laturilor 4D, respectiv DC. Sa se de-
monstreze ca dreptele BE si BF determina pe diagonala AC trei segmente congruente.

55. Fie patratul ABCD si M mijlocul laturii AB. Dreapta DM taie perpendiculara din 4
pe diagonala AC in N. Sa se arate ca C, B, N sunt puncte coliniare.

56. Un trapez isoscel are baza mare de trei ori cat baza mica, iar indltimea dublul bazei
mici. Sa se demonstreze ca diagonalele sunt perpendiculare.

57. Fie ABCD un paralelogram si O un punct oarecare al diagonalei AC. Notdm cu M,
N, P si Q proiectiile punctului O pe dreptele AB, BC, CD si DA. Sa se arate ca MNPQ
este trapez.

58. Intr-un patrulater convex suma produselor laturilor opuse este mai mare sau egala
cu produsul diagonalelor. Egalitatea are loc in cazul patrulaterului inscriptibil (teore-
ma lui Ptolemeu).

59. a) Un poligon convex cu n laturi este inscriptibil daca si numai dacd mediatoarele
tuturor laturilor sunt concurente.

b) Un poligon convex cu n laturi este circumscriptibil daca si numai daca bisectoa-
rele tuturor unghiurilor sunt concurente.

60. Fie ABCD un trapez isoscel cu 4B baza micé si construim in exterior patratul
ABEF. Atunci [CE] = [DF].

61. Fie un triunghi isoscel ABC, cu m(«4) = 90°. Pe laturile AB, AC construim in afara
triunghiurile echilaterale ABD si ACE. AD intalneste pe CE in M. Sa se demonstreze
ca:

a) AM 1 CE;

b) patrulaterul BCDE este trapez isoscel.

62. Sa se arate ca daca segmentul care uneste mijloacele a doua laturi opuse ale unui
patrulater convex este egal cu semisuma celorlalte doua laturi, atunci patrulaterul este
trapez.

63. Se da un patrulater oarecare ABCD. Paralela la BC care trece prin A4 taie diagonala

BD in E, iar paralela la AD care trece prin B taie diagonala AC in F. Sa se demonstreze
ca dreptele CD si EF sunt paralele.
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64. Pe diagonala AC a patratului ABCD se iau punctele £ si F astfel ca [AE] = [CF] =
= [AB]. Sa se arate ca dreptele BE si DF sunt paralele.

65. Fie ABCD un trapez isoscel cu baza mare 4B = 2a, baza mica CD = q, iar diagona-
la AC bisectoarea unghiului A4.

a) Sa se arate cad AC si BC sunt perpendiculare.

b) Sa se calculeze perimetrul trapezului in functie de a.

. . . . AE
c¢) Diagonalele trapezului se taie In E. Sa se gaseasca valoarea raportului ZC

66. Pe latura BC a patratului ABCD se considerd punctul M. in semiplanul marginit de
dreapta AM care contine punctele C si D se iau punctele N si P, astfel incat AMNP sa
fie patrat. Ce descrie punctul P atunci cand M parcurge segmentul BC?

67. Sa se demonstreze cd un triunghi este echilateral daca si numai daca este indeplini-
ta conditia:
a+b*+c* a+b+c
a+b+c 3
unde a, b, c sunt laturile triunghiului.

B

68. Sa se demonstreze cé daca laturile a, b, ¢ ale unui triunghi satisfac relatia:
a’b* + ¢t = b+ d’ P,
atunci triunghiul este dreptunghic sau isoscel.

69. Sa se arate ca triunghiul ale carui laturi satisfac relatia:

2 2 2 2
a —c a -b

este dreptunghic sau isoscel.

70. Sa se demonstreze ca triunghiul pentru care are loc una din urmatoarele relatii in-
tre lungimile laturilor a, b, c:
(1) (m+Da+b+c _a+(m+)b+c a+b+(m+1)c

b

a b c
(m+Da+b+c a+(m+Db+c _a+b+(m+1)c
a+(m+Db+c a+b+m+Dc (m+Da+b+c’

2)

unde m € N, este echilateral.
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2. Cercul
Patrulatere inscriptibile

1. Se dau doud cercuri O si O' secante in punctele 4 si B. Prin 4 se duce o secanta
care taie cercurile in C si C'. Sa se arate ca unghiurile OCB si O'C’'B’ sunt egale.

2. Se da triunghiul isoscel ABC cu AB = AC inscris in cercul O si care are latura bazei
egala cu latura patratului Inscris 1n cerc. Sa se afle unghiul format de tangentele duse
in punctele 4 si C.

3. Fie ABC un triunghi isoscel (4B = AC). Doua drepte paralele duse prin punctele 4
si B intersecteaza cercul circumscris triunghiului in punctele D si respectiv E. Sa se
arate ca AE || CD.

4. Laturile unui patrulater convex oarecare se prelungesc si se Inscriu patru cercuri,
fiecare tangent la una din laturi si prelungirii celorlalte doua laturi alaturate. Sa se de-
monstreze ca centrele acestor cercuri se afld pe acelasi cerc.

5. In cercul O se inscrie patratul ABCD. Prin B se duce o semidreapta care intersec-
teaza diagonala AC in M, latura CD in N (N intre C si D) si cercul in P, iar DP inter-
secteaza tangenta in C la cerc In Q. Sa se demonstreze ca triunghiul MDQ este isoscel,
iar ON este perpendiculara pe MD.

6. Fie ANCD un patrulater convex si bisectoarele unghiurilor sale care se intersectea-
74 determinand un patrulater MNPQ, astfel: bisectoarea din 4 intersecteaza bisectoare-
le din B si D in M si Q, iar bisectoarea din C intersecteaza pe cele din B si D in N si P.
Sa se arate cd MNPQ este inscriptibil.

7. Fie un triunghi ABC si o dreapta oarecare care trece prin 4. Notdm proiectiile var-
furilor B si C pe aceasta dreapta cu M si N si fie AP inaltimea din A. Sa se arate ca
triunghiurile ABC si MNP sunt asemenea.

8. Fie ABCD un paralelogram si / punctul in care cercul circumscris triunghiului ABC
intersecteaza a doua oara dreapta BD. Notam cu E punctul de intersectie a dreptelor A/
si CD, iar cu F punctul de intersectie a dreptelor CI si AD. Sa se arate ca:

a) patrulaterul /EDF este inscriptibil;

b) dreptele EF si AC sunt paralele.

9. Fie ABC un triunghi oarecare si mediana AD (D € BC). Daca m(xABD) + m(«DAC) =
= 90°, atunci triunghiul este dreptunghic in 4.

10. Pe mediana 4D a triunghiului dreptunghic ABC (m(«A4) = 90°) se construieste un
cerc de diametru 4D. Sa se precizeze punctele in care acest cerc taie laturile triunghiu-
lui ABC.

39



11. Se da un triunghi ABC si se noteaza cu 4' punctul diametral opus lui 4 in cercul
circumscris triunghiului. Sa se arate ca ortocentrul H, mijlocul M al laturii BC si punc-
tul 4’ sunt coliniare.

12. Sa se arate cd daca in triunghiul ABC existd punctele M si N situate pe BC cu pro-
prietatea ca [BM] = [NC] si m(«xBAM) = m(«NAC), atunci triunghiul ABC este isoscel.

13. in triunghiul ABC, cu AB < AC, se considera £ € AC astfel ca AE = AB. Daca D
este intersectia bisectoarei unghiului BAC cu latura BC, iar O este centrul cercului
circumscris triunghiului ABC, atunci DE 1 AO.

14. Impartim raza OA a unui cerc in trei parti egale OB = BC = CA. Perpendiculara in
C pe OA taie cercul in D si E, iar BD retaie cercul in F. Sa se arate ca AE = EF.

15. Pe indltimea AD a unui triunghi ABC se considera un punct M si distantele de la D
la BM si MC, DN, respectiv DP. Sa se arate ca triunghiul 4BC este isoscel daca si nu-
mai daca [DN] = [DP].

16. Fie un triunghi ABC si T un punct arbitrar pe latura BC. Dreapta AT intersecteaza
din nou cercul circumscris in A'. Sa se arate ca:

TB AB A'B

TC AC A'C’

17. Fie un triunghi oarecare si A4’ indltimea dusa din 4 pe BC. Notam cu M si N pro-
iectiile lui 4" pe AB, respectiv pe AC. Sa se demonstreze ca patrulaterul BMNC este
inscriptibil.

18. In triunghiul ABC, unghiul B este dublul unghiului 4, iar mediatoarea laturii AB
intersecteaza pe AC in D. Sa se arate ca BC este tangenta la cercul circumscris triun-
ghiului 4BD.

19. Fie un cerc de centru O si razd R si un punct 4 fix pe acest cerc si M un punct mo-
bil pe cerc. Daca P este simetricul lui 4 fata de M, sa se afle locul geometric al punctu-
lui P.

20. in triunghiul ABC ducem bisectoarea interioard 4D. Luim pe laturile 4B si AC, in
acelasi sens, punctele E si F, astfel incat AE = DC si AF = BD. Sa se demonstreze ca
punctele B, C F, E sunt conciclice.

21. Fie un cerc de centru O si o coarda in acest cerc, mobila si de lungime constanta.

Sa se afle locul geometric al centrelor cercurilor tangente in acelasi timp la coarda data
si la cercul de centru O.
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22. Fie ABCD patrulater convex inscris in cercul (C) de centru O, iar E proiectia lui O

pe AB. Sa se arate cd OF = CTD daca si numai daca AC L BD.

23. Pe laturile unui patrulater convex ABCD, ca diametru, se construiesc cercuri. Sa se
demonstreze ca cercurile de diametre AB si BC au coarda comuna paraleld cu coarda
comuna a cercurilor de diametre 4D si CD.

24. Fie O centrul cercului C circumscris triunghiului oarecare ABC. Tangenta in B la
cercul C intersecteaza dreapta AC in D. Cercul circumscris triunghiului BCD intersec-
teaza a doua oara dreapta AB 1n E. Sa se arate ca:

a) dreapta DF este tangenta cercului circumscris triunghiului ACE;

b) dreptele AO si DE sunt perpendiculare.

25. Din punctul 7 se duc tangentele 74 si 7B la un cerc de centru O. Pe T4 si TB ca
diametre si in exteriorul unghiului A7B se construiesc semicercurile C; si Co. Un cerc
cu centrul in 7, taie semicercurile C; si C> in P si respectiv Q. Sa se arate ca APQOB
este trapez isoscel.

26. Fie ABCD un patrulater inscriptibil si A’, B, C' si D' punctele in care bisectoarele
unghiurilor sale interioare intersecteaza cercul circumscris patrulaterului. Sa se de-
monstreze ca patrulaterul A’B'C'D' este un dreptunghi.

27. Pe laturile triunghiului ABC se construiesc in exterior trei triunghiuri echilaterale
A'BC, B'AC, C'AB. Demonstrati ca:

a) BB'=C(C' = AA';

b) cercurile circumscrise celor trei triunghiuri echilaterale au un punct comun.

28. Fie un romb ABCD. Sa se arate ca:

a) mijloacele laturilor sale sunt puncte conciclice;

b) picioarele perpendicularelor duse din centrul rombului pe laturile sale sunt punc-
te conciclice.

29. Intr-un cerc este inscris un patrulater ABCD. Stiind ca 4B = BC = 1, diagonalele
AC si BD sunt perpendiculare, AC este numar intreg, se cere perimetrul patrulaterului
ABCD.

30. Fie P un punct exterior unui cerc de centru O, iar P4 si PB tangentele duse din
acel punct la cerc. Perpendiculara in P pe PA intersecteaza OB in M.

a) Sa se arate cad PM = OM.

b) Daca 04 = 6, PA = 8, sa se calculeze lungimea coardei 4B.
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31. Fie cercurile (O, r), (02, R) tangente exterioare in punctul M. Tangenta comuna
dusa in punctul M la ambele cercuri intersecteaza tangenta comund 77> in punctul N.
Sa se demonstreze ca r < MN<R.

32. Bisectoarea unghiului cu varful in 4 al triunghiului 4BC taie cercul circumscris
acestuia In D. Sa se arate ca daca laturile AC si AB au lungimile b, respectiv ¢, atunci
distanta d dintre punctele 4 si D verificd inegalitatea:

1
d>—(b+oc).
S (b

33. Fie D un punct pe arcul BC al cercului circumscris triunghiului echilateral 4ABC.
Sa se demonstreze ca:
DA=DB+ DC.

34. Se da un cerc si un diametru al sdu 4B8. (Nu cunoastem centrul cercului.) Se cere sa
se construiasca cu rigla o perpendiculara pe 4B dintr-un punct P nesituat pe AB sau pe
cerc.

35. In M un punct pe cercul circumscris triunghiului 4BC si E, F, G proiectiile lui M
pe BC, CA, respectiv AB. Sa se arate ca punctele E, F' si G sunt coliniare (dreapta lui
Simson).

36. In cercul de centru O se considera un diametru 4B. Fie C intersectia perpendicula-
rei in O pe AB cu unul din semicercurile determinate pe 4B, iar M un punct pe arcul
AC. MB intersecteazd AC 1n R si CO in P. Determinati unghiurile triunghiului AMB
daca triunghiul CPR este isoscel.

37. Fie ABCD un patrulater inscris in cercul (O). In 4, B, C si D se duc tangente la
cercul (O), care formeaza patrulaterul MNPQ. Sa se gaseascad conditia necesara si sufi-
cienta pentru ca patrulaterul MNPQ sa fie inscriptibil.

38. Se considera triunghiul isoscel ABC (AB = AC) in care 1ndltimea BB’ intersecteaza
cercul circumscris triunghiului in punctul B". Sa se arate ca perpendiculara dusa din
punctul C pe dreapta AB"’ este tangenta la cercul circumscris triunghiului.

39. Fie O intersectia diagonalelor patrulaterului ABCD, iar O1, O», O3, Os4 centrele cer-
curilor circumscrise triunghiurilor 4OB, BOC, COD si DOA. Sa se demonstreze ca
010,050 este paralelogram.

40. Pe un cerc se aleg punctele 4, B si P. Din mijlocul M al arcului APB e coborata

perpendiculara MK pe cea mai mare dintre coardele AP si BP. Sa se demonstreze ca
punctul K injumatateste linia franta 4PB (Arhimede).
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3. Relatii metrice
Arii

1. Fie ABC un triunghi ascutitunghic, 44’ inaltime si A ortocentrul sau. Sa se demon-
streze relatia:

HA'-AA'=A'B - A'C.
Ce devine relatia daca triunghiul este dreptunghic n 4?

2. Fie ABCD si DEFG doua patrate situate 1n acelasi plan, astfel incat G € CD (DG < CD)

si £ apartin semidreptei AD. Sa se calculeze marimea raportului % .

3. Fie ABCD un patrat de laturd a si M, respectiv N mijloacele laturilor BC si CD.
Dreptele AM si BN se intersecteaza In P. Sa se arate ca:
a) AM 1 BN; b) DP =a.

4. In triunghiul dreptunghic ABC notam cu M si N proiectiile piciorului D al inaltimii
unghiului drept 4 pe CA si AB. Sa se stabileasca relatia:
CM _AN _(caY
MA NB \4B)
5. Fie ABC un triunghi dreptunghic in 4 si piciorul perpendicularei din 4 pe BC. Sa se

arate ca:
AD+ BC> AB + AC.

6. Un triunghi dreptunghic are perimetrul de 30 cm si Tnéltimea dusa din varful unghi-
ului drept pe ipotenuza de 6 cm. Sa se afle laturile triunghiului dreptunghic.

7. Sa se afle laturile unui triunghi dreptunghic care are suma catetelor mai mare cu
4 cm decat ipotenuza si perimetrul de 24 cm.

8. In dreptunghiul ABCD, cu AB = a, BC = b, a > b, fie M mijlocul lui AB iar N mijlo-
cul lui BC.

a) Sa se afle relatia intre a si b, astfel ca triunghiul NMD s fie dreptunghic.

b) Sa se arate ca triunghiul NMD nu poate fi isoscel.

9. In triunghiul ABC se duce indltimea AD; dacd AB =9 cm, AC = 12 cm, z—ﬁ =%,

sa se arate ca triunghiul ABC este dreptunghic.

10. Fie ABC un triunghi cu m(«B) = 60° si BC = 24B. Sa se arate ca triunghiul ABC
este dreptunghic.
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11. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si D, respectiv E simetricele punctelor 4 si B
fata de dreptele BC si AC. Sa se arate ca punctele D, C, E sunt coliniare daca si numai
daca m(«C) = 60°.

12. Fie ABCD un trapez isoscel de baze a, b si / lungimea laturilor neparalele. Sa se
afle diagonala trapezului.

13. Fie G centrul de greutate al triunghiului isoscel ABC (4B = AC). Sa se demonstre-
ze ci avem: AB> =24G* + BG*.

14. Si se determine triunghiurile dreptunghice ale caror laturi sunt exprimate prin nu-
mere Intregi.

15. Daca laturile a, b, ¢ ale unui triunghi dreptunghic sunt exprimate prin numere in-
tregi, atunci @’ + b* + ¢’ este divizibild prina + b + c.
Gh. Lustig

16. Fie ABCD un patrulater convex si O punctul de
intersectie a diagonalelor. Sa se arate ca:

aria(40D) = aria(BOC)
daca si numai daca 4B si DC sunt paralele.

D A B C

17. Se da un triunghi echilateral ABC si D un punct in interiorul sau. Fie M, P, Q pro-
iectiile acestui punct pe laturi. Sa se demonstreze ca suma DM + DP + DQ este con-
stanta.

18. Fie AM si BN medianele unui triunghi oarecare ABC si P mijlocul laturii AB. No-
tam MP N BN = {R}, NP N AM = {S}, AM n BN = {Q}. Sa se demonstreze ca:
Swnos = Suor.

19. Se dau doud segmente egale AB si CD. Care este locul geometric al punctelor M
pentru care Syus = Sucp?

20. S se demonstreze ca aria unui triunghi inscris intr-un trapez este mai micad sau

. a-h . . I .
egala cu — unde a este baza mare a trapezului, iar 4 lungimea inaltimii trapezului.

21. Un romb si un paralelogram au unghiul ascutit de 60°. Laturile paralelogramului
sunt respectiv egale cu diagonalele rombului. Care este raportul ariilor?

22. in patrulaterul convex ABCD, de arie S, fie O intersectia diagonalelor AC si BD.

Daca AC - BD = 25, atunci triunghiurile O4B, OBC, OCD si ODA au acelasi ortocen-
tru.
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23. In triunghiul 4BC, punctul M este mobil pe latura AB. Paralela prin B la MC taie
latura AC in N. Sa se arate ca aria(4AMN) = constanta.

24. Sa se arate ca diagonalele unui paralelogram impart aria acestuia in patru triunghiuri
de arii egale. Reciproca este adevirata?

25. Fie ABCD un patrulater convex si M, N, P, Q mijloacele laturilor 4B, BC, CD si
DA. Notam cu R intersectia dreptelor MP si NQ. Sa se arate ca:

aria(AMRQ) + aria(RNCP) = %aria(ABCD).

26. Fie ABC un triunghi de laturi a, b, ¢ care verifica relatiile:
F=ab,(b+c)b-c)=bsi(@a+b—cJ2)a+b+ J2)=25.
Sa se afle perimetrul si aria triunghiului ABC.

27. Laturile triunghiului ABC satisfac relatiile:
S +E=43 si ab+bc+ca= 43
Sa se arate ca aria triunghiului ABC este egala cu 1.

28. Sa se arate cd aria unui triunghi dreptunghic este datd de formula: S = r(a + ),
unde a este ipotenuza, iar » raza cercului inscris.

29. Pe latura BC a triunghiului oarecare ABC ludm un punct D. Fie E si F proiectiile

lui D pe inaltimile triunghiului duse din B si C. Sa se arate ca:
AB-CF+ AC - BE =28,

unde S este aria triunghiului ABC.

30. Se dau doud segmente de lungimi a si b. Sa se construiasca segmentul de lungime

J2(a* +%).

31. S& se arate ca triunghiurile avand masura laturilor numere pare consecutive, care
au aria numeric egala cu perimetrul, sunt dreptunghice.

32. Sa se determine poligoanele convexe al caror numar de diagonale este prim.

33. Se considera un poligon regulat cu » laturi si M un punct in interiorul sau si sa
notam cu di, ds, ..., d, distantele lui M la laturi.

a) Sa se arate ca apotema poligonului este media aritmetica a acestor distante.

b) Sa se exprime suma acestor distante in cazul poligoanelor cu 3 si cu 6 laturi.

34. Fie triunghiul ABC cu lungimile laturilor a, b, ¢ si 74, 73, 7. lungimile razelor cercu-
rilor exinscrise. Sa se arate ca triunghiul dat este dreptunghic daca si numai daca:
rptre=a.
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4. Probleme recapitulative si pentru cercurile de elevi

1. Fie H ortocentrul triunghiului ABC si H., Hy, H. simetricele, lui H fatd de BC, CA,
AB. Sé se arate ca H,, Hp, H. apartin cercului circumscris triunghiului 4BC.

2. Fie M simetricul ortocentrului A al triunghiului ABC, fatd de mijlocul D al laturii
BC. Sa se arate cd M se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC.

3. Se da un punct M pe diagonala AC a unui patrulater oarecare ABCD. Se duce MP || AB
si fie {P} = MP n BC, apoi MQ || CD si {Q} = MQ N AD. Sa se demonstreze relatia:
MP MO
—+—=1.
AB CD

4. Se da unghiul «xOy si un punct exterior P in planul acestuia. S& se duca prin P o
dreaptd care si taie laturile unghiului dat in 4 si B, astfel ca perimetrul triunghiului
AOB sa aiba o lungime data.

5. Daci a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi, sa se arate ca are loc inegalitatea:
abc>(a+b-c)a+c—-b)b+c—a).

6. Se da un cerc, un diametru al sdu 4B si un punct P nesituat pe cerc sau pe diametru.
Sa se construiasca cu rigla o perpendiculard pe AB din P.

7. Sa se arate ca triunghiurile ale céror laturi a, b, ¢ verifica relatia:
a* + b* + ¢ — 4ka — 6kb — 8kc + 29k* = 0 (k> 0)
sunt asemenea.

8. Sa se arate ca daca intre laturile a, b, ¢ ale unui triunghi exista relatia:
a*+ 5b* +2¢* + 2ac — 4ab — 6bc = 0,
atunci triunghiul este echilateral.

9. Cercurile (O1) si (O>) se intersecteazd in 4 si B. O secantd variabila intersecteaza din
nou cercurile in M si N. Sa se gdseasca pozitia pentru care secanta MN este maxima.

10. Fie ABCD un patrulater circumscriptibil (in care poate fi inscris un cerc). Sa se
demonstreze ca AB + CD = AD + BC. Reciproca este adevarata?

11. Pe ndltimea A4’ a unui triunghi ABC se ia un punct M care se proiecteaza pe latu-
rile AC s1 ABin N si P.

a) Sa se arate cd m(«BMC) = m(«PA'N) + m(«A).

b) Sa se determine pozitia lui M, astfel incat m(«BMC) = 2m(«A4).

12. Trei cercuri egale de raza R = 1 sunt tangente doua cate doud in punctele 4, B, C.
Sa se afle aria triunghiului curbiliniu ABC.
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13. Sa se arate ca lungimea tangentei comune la doua cercuri tangente exterioare este
medie proportionala intre diametrele celor doua cercuri.

14. Doua cercuri concentrice au razele R si . La ce distanta de centrul lor trebuie dusa
o secantd, astfel Incat cele trei segmente determinate de cercuri pe ea sa fie egale? Ce
conditii trebuie sa indeplineasca razele ca problema sa fie posibila?

15. Fie ABC un triunghi si BA,C, CB14, AC\B triunghiurile echilaterale construite in
exterior pe laturile BC, CA, AB. Sa se arate ca:

a) [Ad:] = [BB:] = [CC1];

b) A4, BB1, CC; sunt concurente intr-un punct 7 care are proprietatea ca din el, la-
turile triunghiului 4BC se vad sub acelasi unghi (120°), numit si punctul izogon al
triunghiului sau punctul lui Toricelli).

16. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si BD L AC (D € AC). Sa se arate ca are loc
relatia:
B*=AC*+ BC*—2A4C - DC.

17. Fie o dreapta (A) si M, N, P € (A), N intre M si P, iar A ¢ (A). Sa se arate ca are
loc relatia:
AM? - NP — AN* - MP + AP* - MN = MN - NP - MP (relatia lui Stewart).

18. Fie ABCD un patrulater convex. Sa se arate cd ABCD este dreptunghi daca si nu-
mai daca pentru orice punct M din plan are loc relatia:
MA* +MC* = MB* +MD>.

19. Dacéa o dreaptd (A) taie laturile 4B, AC si prelungirea lui BC in P, N si M, atunci
are loc relatia:

E . @ NC —— =1 (teorema lui Menelaus).

PB MC NA

20. Fie AA', BB', CC' (A’ € BC, B' € AC, C' € AB) trei drepte concurente in interiorul
triunghiului ABC. Sa se arate ca are loc relatia:

(1) —Aﬂ B'C —— =1 (teorema lui Ceva)

C'B A'C B'A
Reciproc, daca are loc relatia (1), cu 4" € BC, B' € AC, C' € AB, atunci dreptele 44’
BB', CC'sunt concurente.

21. Fie 7 punctul de concurenta al dreptelor A4’, BB', CC' din triunghiul 4ABC. Atunci
are loc relatia:
€9) £ ﬁzﬂ (relatia lui Van Aubel).
C'B B'C IA
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22. Fie M un punct in interiorul triunghiului ABC. Notam D = AM n BC, E = BM N AC,
F=CM N AB. Sa se arate ca:

MA MB MC >3
MD ME MF
23. Fie ABC un triunghi, 41, Bi, Ci picioarele inaltimilor, 4’, B', C' mijloacele laturilor,
BC, CA, AB, Ao, By, Cp mijloacele segmentelor AH, BH, CH (H — ortocentrul triun-
ghiului 4BC).
a) Sa se arate ca punctele 41, B, Ci, A', B', C', Ao, Bo, Co sunt conciclice (cercul lui
Euler).
b) Sa se determine centrul si raza cercului lui Euler.
AH
c) Sasearate ca O4'= —.
d) Sa se arate ca punctele H, o — centrul cercului lui Euler, O — centrul cercului cir-

cumscris si G — centrul de greutate al triunghiului sunt patru puncte coliniare (dreapta
lui Euler).
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GEOMETRIE TN SPATIU

1. Fie doua plane perpendiculare p si g, iar 4 si B doua puncte pe intersectia celor do-
ud plane. Fie C € p si D € g, astfel incat m(«4BC) = 90°, m(x4DB) = 90°. Sa se arate
ca triunghiurile CBD si ADC sunt dreptunghice.

2. Fie O, 4, B, C patru puncte necoplanare si 4', B/, C' centrele de greutate ale triun-
ghiurilor OBC, OCA si OAB.

a) Sa se arate ca planele triunghiurilor ABC si A'B'C’ sunt paralele.

b) Sa se afle raportul dintre aria ABC si aria A'B'C".

3. Intr-un plan 7 se considera un paralelogram 4BCD si un punct S ¢ 7. Sa se deter-
mine dreapta de intersectie dintre planele (SAB) si (SCD). Sa se arate cd intersectia
planelor (SAB) si (SCD) Impreuna cu intersectia planelor (SAD) si (SBC) determind un
plan paralel cu planul .

4. Fie doua plane perpendiculare p si ¢, iar 4 si B doua
puncte situate pe dreapta lor de intersectie. Fie C € p
si D e g, astfel Incat m(«4BC) = m(x4ADB) = 90°.
Stiind ca 4B = a, BC = b, sa se calculeze volumul
sferei determinate de punctele 4, B, C si D.

5. Distanta AB de la punctul 4 la planul p este a. Din punctul 4 ducem oblicele AC,
AD care fac cu planul p unghiuri de 45° si 30°, iar Intre ele un unghi drept (C, D € p).
Sa se afle distanta de la C la D si aria laterald a piramidei ABCD.

6. Fie planul & si dreptele d, d» concurente, perpendiculare, necontinute in planul 7,
astfel incat: di "t =A,do " =B, AB = a, «(di, ©) = 30°, «(d>, ®) =45°, di " dr = M.
Sa se afle aria proiectiei ortogonale a triunghiului dreptunghic AMB pe planul 7 si
marimea unghiului diedru format de planul AMB si planul .

7. In varful 4 al unui triunghi oarecare 4BC se duce perpendiculara AD pe planul siu,
apoi Indltimea CE a triunghiului ABC si perpendiculara din £ pe BD in F. Sa se arate
cad BD este perpendiculara pe planul CEF.

8. Fie ABCD un paralelogram si O un punct exterior planului sdu. Notam cu M, N, P si

Q proiectiile lui O pe dreptele AB, BC, CD si DA, iar cu S punctul de intersectie a
dreptelor MP si NQ. Sa se arate ca dreapta OS este perpendiculara pe planul ABCD.
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9. O dreapta taie doud plane perpendiculare 7; si 7> Tn 4 si B; fie A', B' proiectiile lui 4
si B pe dreapta de intersectie a planelor. Sa se arate ca:
AB*=AA” + A'B” + B'B?
si
sin’(m1, AB) + sin’(m2, AB) = sin’(4'B’, AB).

10. Fie VABC un tetraedru cu proprietatea ca fetele VAB si ABC au aceeasi arie. Sa se
arate ca suma distantelor unui punct oarecare de pe segmentul CV la fetele VAB si
ABC este constanta.

11. Pe muchiile AB, BC, CD si DA ale tetraedrului regulat ABCD se iau punctele M, N,
P si Q, astfel incat: [AM] = [BN] = [CP] = [DQ]. Daca O este mijlocul segmentului
NOQ, sa se arate ca planul MOP este perpendicular pe dreapta NQ.

12. Intr-un cub cu muchia de lungime @, ABCD si A'B'C'D’ sunt doua fete opuse. Daca
M este mijlocul muchiei 4A'B’, sa se calculeze distanta de la varful C'la dreapta BM.

13. Un paralelipiped dreptunghic are laturile bazei de 3, respectiv 4 m, iar inaltimea
543 m. Si se afle diagonalele paralelipipedului si unghiurile pe care acestea le fac cu
planele bazelor.

14. Fie a, b, ¢ numere reale strict pozitive. Sd se demonstreze ca numerele:
x=~a’+b ,y=~b+c* ,z=a’ +c

pot fi lungimile laturilor unui triunghi. Aratati ca acest triunghi este ascutitunghic si sa

se calculeze aria lui.

15. Muchiile unui paralelipiped dreptunghic sunt proportionale cu numerele a, b, c, iar
diagonala are lungimea d. Sa se calculeze suma muchiilor.

16. Sa se determine paralelipipedul dreptunghic de arie totald maxima, atunci cand
diagonala sa are o lungime constanta.

17. Fie M un punct situat pe cercul circumscris triunghiului ABC. In M se ridici o per-
pendiculara pe planul triunghiului pe care se ia un punct N. Sa se arate cd proiectiile
punctului N pe laturile triunghiului 4BC sunt coliniare.

18. Fie ABCD un tetraedru in care AB = AC. Notam cu M si N punctele de intersectie a

bisectoarelor unghiurilor BAD si DAC cu muchiile BD si DC. Sa se arate cd dreapta
MN este paralela cu planul 4BC.

19. Daca in tetraedrul ABCD, AD L BC si m(¥4ADB) = m(x4ADC), atunci AB = AC.
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20. Fie tetraedrul V4BC, in care doud din cele trei unghiuri cu varful in V sunt drepte.
Sa se demonstreze ca al treilea unghi cu varful in V este drept daca si numai daca este
indeplinita relatia:

SZ

Q2 2 2
ABC — SVAC + SVBC + SVAB :

21. Fie tetraedrul VABC cu muchiile concurente in varful V, perpendiculare doua cate
doua. Notand Acyy = A1, Acvs = A2, A4y = A3, sa se arate ca:

V:?JAIAZ/g .

22. Sa se demonstreze ca intr-un tetraedru tridreptunghic VABC (VA L VB L VC L VA)
suma distantelor lui V la dreptele 4B, BC, CA este mai mica sau egald cu semiperime-
trul triunghiului ABC. In ce caz avem egalitate?

23. Sa se arate ca in orice tetraedru cele 6 plane determinate de cate o muchie si mijlo-
cul muchiei opuse au un punct comun.

24. Fie ABCD un tetraedru cu proprietatile: AB = AC = BC = AD = BD si AD 1 BC.
Sa se demonstreze ca ABCD este un tetraedru regulat.

25. Sa se demonstreze cad daca M, N, P sunt centrele de greutate « trei fete ale tetrae-
drului ABCD, iar Q un punct oarecare din planul celei de-a patra fete, atunci raportul

dintre volumele tetraedrelor ABCD si MNPQ este % .

26. Un tetraedru regulat V4BC are muchia egala cu a. Fie M, N, P, QO pe muchiile 4B,
BC, VA si respectiv CV, astfel incat AM = BN = CQ = % si AP = %. Sa se arate ca

punctele M, N, P, Q sunt coplanare.

27. Fie ABCD un tetraedru si M € AB. Prin M se duce un plan paralel cu AC si BD
care taie pe BC in Q, pe CD in P si pe AD in N.

a) Sa se specifice natura patrulaterului MNPQ si sa se afle perimetrul lui in functie
de a,unde AM=a, AB=5,AC=12,BD=1.

b) Dacéd ABCD este un tetraedru regulat si M mijlocul lui 4B, sa se arate cd MNPQ
este patrat.

28. Sa se demonstreze cd daca fetele unui tetraedru sunt izoperimetrice, atunci ele sunt
congruente.

29. O foaie de tabld avand forma unui triunghi dreptunghic se indoaie dupa inéltimea
AD corespunzatoare ipotenuzei BC, astfel ca BD sa devina perpendicular pe DC. No-
tand noua pozitie a varfului B cu B’, sa se arate ca:
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a) volumul cubului cu latura AD este de 6 ori volumul piramidei 4B'CD, notat cu
Vapcp;

b) B'C = l\/b4+c4 ;
a

3
c .
¢) Vuppc= —sin B ;
6
Vs .
d) 2L —sin* B.
ABCD'

30. Fie 4, B, C punctele de intersectie a unui plan P cu muchiile triedrului tridrept-
unghic de varf O. S& se demonstreze ca:
a) punctul O se proiecteaza pe planul P in ortocentrul H al triunghiului 4BC;
b) segmentele OH, OA4, OB, OC verifica relatia:
11 N 1 N 1
OH®> 04 O0B*> 0C*’
¢) daca a, B, y sunt unghiurile pe care le face OH cu planele OBC, OCA, OAB,
atunci avem:

sin” o, + sin® B+ sin’ y = 1.

31. In patrulaterul 4BCD inscris in cercul de centru O si razi R se cunosc: arcele AB
si BC sunt invers proportionale cu numerele 1,(3) si 0,(6); punctele 4 si C diametral
opuse, iar arccd CB=AD.fn punctul 4 se ridica perpendiculara pe planul patrulateru-

lui pe care se ia segmentul 4V = R~/2 . 8i se calculeze aria laterala si volumul pirami-
dei VABCD.

32. Fie ABCD un romb ale cirui diagonale indeplinesc relatia: 4C? = 3BD?. in varful 4
se ridica o perpendiculard pe planul rombului pe care se ia punctul M, astfel incat
AM = a. Stiind ca distanta de la M la BC este b, sa se afle:

a) distanta de la M la varfurile rombului;

b) distanta de la M la diagonala BD.

33. Pe planul rombului ABCD de latura a si diagonala BD = a~/3 se ridica perpendi-
culara AS = a. Fie P si O mijloacele muchiilor S4 si SC. Sa se afle:

a) distanta de la A4 la latura BC;

b) distanta de la 4 la planul (SBD);

¢) unghiul diedru format de planele (BPQ) si (4BC).

34. intr-un cub ABCDEFGH, P este mijlocul laturii 4B si Q punctul de intersectie
dintre BG si CF.

a) Sa se demonstreze ca AG este paralela cu planul CFP.

b) Sa se demonstreze ca HQ este perpendiculara pe planul CFP.
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35. Fie ABCDA'B'C'D' un cub. Se sectioneaza cubul prin e 7 G

B E
planul determinat de punctul 4, mijlocul muchiei BC si , >
centrul feteit DCC'D". Sa se determine raportul volumelor l H
celor doua corpuri rezultate prin sectionarea cubului. ‘

O Cl
36. In cubul ABCDA'B'C'D’, de laturd a, se noteazi cu M
si N mijloacele muchiilor 4B, respectiv AD, iar cu E si I A4’ D’

mijloacele muchiilor B'C’'si D'C".
a) Sa se arate ca planele A'MN si CEF sunt paralele.
b) Sa se calculeze distanta dintre planele A'MN si CEF.

37. Se da o piramida patrulatera regulatd VABCD. Sa se arate cd mijloacele segmentelor
VB, VD, AB si AD sunt varfurile unui dreptunghi. Cand este patrat acest dreptunghi?

38. O piramida are varful V si baza un triunghi echilateral ABC, cu latura a. Muchia
laterald VA este perpendiculard pe planul bazei, iar fata laterala VBC face cu baza un
unghi de 60°. Sa se afle volumul si aria totald a piramidei.

39. Fie VABC o piramida triunghiulara regulata si M un punct al muchiei 4B, astfel
AM . . . .
incét B =%. Prin M se duce un plan paralel cu fata VBC, care taie inaltimea pira-

midei intr-un punct Q. In ce raport imparte Q iniltimea piramidei?

40. Fie ABCDA'B'C'D' o prisma oblica cu baza un patrat si cu muchiile laterale de
doud ori mai mari decat latura bazei. Stiind ca diagonala 4'C este perpendiculara pe
planul bazei, iar aria laterala este egala cu volumul, se cere:

a) latura patratului;

b) aria laterala si totala.

41. Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile proportionale cu numerele 3, 4, 5 si
lungimea diagonalei egald cu 10. Sa se afle dimensiunile paralelipipedului.

42. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D' de laturd a si M un punct arbitrar pe sfera cir-
cumscrisa cubului. Si se calculeze ZMA>.

43. Suma dimensiunilor unui paralelipiped dreptunghic este egald cu 11, iar aria lui
este de 72 cm?. Si se afle lungimea diagonalei sale.

44. Se da un con circular drept cu raza bazei R = a in care se Inscrie un cilindru circu-

. < : N . o . 1.
lar drept. Stiind ca raportul dintre inéltimea cilindrului si cea a conului este T , lar
3
conul desfasurat este un semicerc, s se afle:
a) volumul conului;

b) volumul cilindrului.
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45. Doua conuri circulare drepte au aceeasi arie laterald, insa generatoarele lor fac cu
planul bazei unghiuri de 45° si 30°. Sa se arate ca raportul Tnaltimilor lor este de e,

: /2
iar raportul razelor este ? 3 Care este raportul generatoarelor?
46. Sa se demonstreze cd volumul unui con circular drept este mai mare sau egal cu

dublul volumului sferei inscrise.

47. Se noteaza cu a, b aria totald si volumul unui con circular drept si cu c aria sferei
inscrise 1n con. Sa se demonstreze egalitatea:

a’c = 36mb.
48. Sa se arate ca volumul trunchiului de con circumscris unei sfere este strict mai

3 . .
mare decat E din volumul sferei.

49. Sa se afle volumul si aria laterald a conului circular drept inscris intr-o sferd de
raza R, stiind ca inaltimea sa este media aritmetica dintre raza bazei si generatoare.

50. Intr-un con circular drept este Inscrisa o sferd. Stiind ca raportul dintre volumul
conului si volumul sferei este m > 1, sa se gaseasca raportul dintre aria totala a conului

si aria sferei, in functie de m.

51. Sa se demonstreze ca orice punct de pe suprafata unei sfere formeaza cu punctele
de intersectie dintre doud cercuri mari ale sferei un triunghi dreptunghic.

52. Fie patrulaterele inscriptibile ABCD si ABEF necoplanare. Atunci existd o sfera ce
trece prin cele 6 puncte.
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ALGEBRA

1. Calcule cu numere reale reprezentate prin litere
Descompuneri in factori
Operatii cu rapoarte de numere reale reprezentate prin litere

A. Calcule cu numere reale reprezentate prin litere
1.B3a+2b—-c)+(a—b+c)+ (—4a-b).

2. (3x* +4xy —3y%) + (4x7 + Txy + ) + (3 — 11xy +2)7).

(a b 3cj [ 2a b cj (a b cj
Jo|=+=——— |+ —— = || ==+
2 3 4 3 4 3 6 6 2

4.2 -5+ 6x+ 1)+ (= + T —8x + 1) + (4x° — 5x% + 3x + 2).

5 4 3
5. (%xS +4xt -3x +7x° +2x—3j—(—%+7;€ +4%+x2 —x+2j+

6.x+1—-(2x+3)-[1-2x—-4)]+7x-2.

T.atb—c+QRa-b+c)—(a—b+2c)—(—a+3b-c).
8. x—[(x+2y—-32)+(x+3y—2)] +(-5x + 2y + 7z).
9. 1-{x+ty—-z—[2x+3y—z—(=x+y—-32)]—-1+x}.

10. DacaAd=x+y—z;B=x—-y+z; C=—x+y+z, sa se calculeze:
Ei=A+B-C,E2=A-B+C;E3=-A+B+C.

11. DaciA=2a+3b—4c; B=3a—-4b + 2c; C=-4a + 2b + 3¢, sa se calculeze:
E\=24+3B—-4C;E;=34—-4B+2C; Es=-44 +2B + 3C.

12. Sa se calculeze suma:
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13. Sa se efectueze:

1) (a +2b)(2a + b); 2)(2a—1)(Ba+1);

3) (5x + y)(4x — 3y); 4) Bx* +x+ D(x—1);

5) (¢ + Tx — D)(x + 1); 6) (¢ + 7x — 1)(x + 1);

7) (0 —4x*+ X — 4% + 3x + 2)(x — 1); 8) (x + 1)(x + 2)(x + 3);

9) (x— D(x—2)(x—3); 10) (x — 1)(x +2)(x + 3);

11) 2x -D(Bx +2)(2x + 3); 12) (x + a)(x + b)(x + ¢);

13) (x — a)(x — b)(x — ¢); 14) (x — a1)(x — a2)(x — a3)(x — as);
15) (x + )y + 2)(z - x); 16) (x — )y — 2)(z - x);

17) (x— D +x + 1); 18) (x — (X + x> +x + 1);

19) (x— D+ x> +x+1); 20) (x — D+ + X7 +x + 1);
2D (x+ (P —x+1); 2)(x+ DN =P+ —x+1);
23) (P +x+ D) —x+ D -1); 24) (a — b)(a® + ab + b?);

25) (a + b)(a* — ab + b¥); 26) (a — b)(@® + a*b + ab® + b*);
27) (a + b)(a* — a®b + a*b* — ab® + b*); 28) (a — b)(a* + &’b + a’b* + ab® + b*);

29)(—a+b+c)a-b+c)a+b-c)
30)(—a+b+ctda-b+c+d)a+tb—ct+d)a+b+c—d);

31) (a - b)%; 32) (a + 2b)%; 33) (2a + 3b)%;

34) (3a —2b)%; 35) (x — 2p)% 36) 2x + 1)%

37) (3x +2y)% 38) (3x - 5y)%; 39) (- 3y);

40) (2x* + 31°)%; 41) (a+b—-2c)% 42) 2a+ b+ ¢)%;

43) (~a+b—c)% 44) (x +y—3z2)% 45) (x> —x+ 1)%

46) (x* +xy + %)% 47) (x +y)( —xy +37);  48) (x +29)*(2x + 3y);
49) (x - 3y)’(2x - y)’; 50) (x = y)’(x + ).

B. Descompuneri in factori

1. 7x + 14y — 21z; 2. 3x+3x* — 6xy;

3. 10a’bc — 15a%b°c + 10a°bc?, 4.-2a*> - 2ab + 2d’c;

5.10y° — 10y* + 10y; 6. a* +2a’b+2a’bh* —6ab’ +b*;
7. a* + 4a*b + 2ab® — b 8.2x% + xy— 3%

9. 6x* — 5xy — 6% 10.ax+ bx+x—a-b-1;

11. 2ax + 4bx — 2¢cx + ay + 2by — ¢y 12. 18x* + 3x* — 6x;

13. abc —ab—ac—bc+a+ b+ c—1; 14. abc — x(ab + bc + ca) + x*(a + b+ ¢) — x°;
15.xyz+xp+yz+zx+x+y+z+1;  16.x° +6x* + 11x +6;
17. 3 + 22+ 2x + 1; 18. X —2x2 + 2x + 1;
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19.24° + ab + 5a — b* + 2b + 3; 20. 6x> + 13xy + 13x + 6> + Ty — 5;

21. &> + b* + 4¢* + 2ab — dac — 4bc; 22. a* + b* + 9¢* — 2ab — 6ac + 6bc;
23. x4+ 23 + 32+ 2x + 1 24.4x% —4x + 1;

25. 9x* + 6xy + 17 26. 4x* — 12xy + 9%

27.x* + 4xH + 45 28. % —2xy + 1;

29.x° +3x% +3x + 1; 30. 8x° — 12x% + 6x— 1;

31. 125x° + 75x%y + 15x)* +y°; 32.8x° — 36x%y + 54xy* — 27y,
33.x° + 8% 34.27x° -5,

35. %x6 -’ 36. x'2 - 2x%° + %

37.x - 1; 38. %+ 1;

39.x* -8 40. x* + %

41.x"7 - 1; 42.x"7 +1;

43. x7 +x6y 4 x5y2 4 x4y3 +x3y4 4 x2y5 4 xy6 +y7'

44. Sa se descompuna in factori:
E=x(x—-a)(x—>b)+ bla—b)x—b)—ala—b)x—a)—abx.

45. Sa se descompuna in factori:
Ei=x'—6xX+1,E=x"-8"+4.

46. Sa se descompuna in factori:

E=2[(a—=b)*+(b—c)*+(c—d)*+ (d—a)*]-[(a—b)*+ (b—c)* + (c—d)?+ (d-a)].

47. Sa se descompuna in factori:
E(a, b, c) = a(b?® + * — ) + b(@* + & — b)) + c(a* + b — ) — 2abc.

48. Sa se descompuna in factori expresia:
E=(x+y)(p+2x+t2y+2)+t (x+)(x+tz)2x+y+2z)+
o) (ztx)xt+y+22)+2(x + )y +2)(z +x).

49. Sa se descompuna in factori expresia:
E=a%d*+ 1)+ b’ (1 + b*) - b(d® + b* - 1).
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50. Sa se arate ca:
(a + b)(1 —ab) + (a — b)(1 + ab) = 2a(1 — b?).

51. Sa se arate ca:
(1 —ab)* + (a+b)*=(1 +ab)* + (a—b)*=(1 + (1 + b?);
(1+ab)*—(a+by>=(- ab)2 (a—by =(1-ad>(1-b;
[(1+ ab)’ — (a—b)*]* + 4(a— b)*(1 + ab)* = (1 + a*)*(1 + b

52. Sa se arate ca expresia:
E=(@+)b-d)~ (@ +dYa+ b+ B+ (a+d)
se anuleazd dacaa +b=0,a+d=0saub—-d=0.

C. Operatii cu rapoarte de numere reale reprezentate prin litere

1. Sa se arate ca:
ab+(2-a)2-b) 1+(@-1)b-1)
(2—a)b+(2—b)a 1-(-a)(1-b)"

1-a> 1+a’ )| l+ad’ .
b) i +a2 = +a4 >1, a si b numere reale.
2\1+a*> 1-a l-a

2. Si se aducd la o forma mai simpla expresiile:

1 1 B a’b ' 1 N 1 b
at-b* & +b* | ab+b* P +ab || a-b’
a’ a b

1 1)1 1 1 1)1 1Y|(1 1)
Ne et e e\ @) w e )
2 2
3)1_1+;(y__x_]:( _zj_
y x x+ylx y x
3. Sa se aduca la o forma mai simpla:

1 2a N 1 (x 3x— 6}

a’ —4x* 2x* +6x—ax—-3a x—2

2a+10 130—-a 30 3a’ +8a” —3a
2) + +t—-3 |
3a -1 1-3a a l—a—
4
3)[ a-1 2(a—1) 4(a+1) a ]36a3—144a—36a2+144'
a2—2a+1 a -4 ad+a-2 a2—3a+2 a +27
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3(x+2) 2 —x-10 || 5 3 3 .
) 3 2 + 3 2 2 + - _ >
2" +x +x+1) 2 —=x"+x-=D || x +1 2(x+1) 2(x-1)
x—y X4y +y-2) 4x'+4x’y+y° -4
5) T2 R 2 ’
2y-x  x —xy-2y X +y+xy+x
& +a-2 {(a+2)2—a2_ 3 }

6
) a"t —=3q" 4q* — 4 a—a

2 2n 1
20+ =5 ey -1

an* —a® —2d* —a a*c—-a(nc—ac)

7)

4. Sa se calculeze:
a’ +ab+b’ a’ -b* a+2ab-2b*+b
E= 3 3 ) 2+1 "3 2 2 3 -
a —-b a +2ab+b a —ab”—a'b+b

5. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
_ Hd® +4a+2) -(3a’ +5a+4)" 54’ +13a+8

E 2 3
6ba+a —a a+2

6. Se da fractia:
X +6x° +7x+42

X +x+222
Sa se arate ca F(x) > 0 pentru orice x € R\ {-6}.

Fx)=

7. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
g= (a+b)b+c) N (b+c)c+a) N (c+a)(a+Db)
(a=b)b=c) (b-c)c—a) (c—a)a-b)

pentrua # b # ¢ # a.

8. Sa se simplifice fractia:

XA+ )+ 1y (1 +x)+2x
Flx,y) = (zy) y(2 )+2xy
x1+y)—y (1+x)
9. Sa se arate ca:
(a+b) —(a-b)’ ‘(a+b)2—(a—b)2_1
at +b* + (@ - +(a-b)* (a+b) +(a-b}
10.Sésearatec€1dacé:l+l+l=0,atunci:£+2+%=3.
a b c a b
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11. Sa se arate ca:
X —x® +6xt +4x7 +1
xt=3x +4xF = 2x+1

=x" +3x7 +4x* +2x+1.

12. Sa se arate ca:
x'0—123x° +1
X =3x+1
=x* +3x7 +8x° +21x° +55x" +21x° +8x” +3x+1.

(x* =X +6x" +4x+D)(x* +4x° +6x° —x+1)=

13. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
x4+ 2x* +3x0 +3x7 + 2x +1

E(x)=
) Xt —x—1

14. Sa se simplifice fractiile:

*+3x 0 +3x7 - 2x -6

X +5x* + 7 +5x7 —2x-10°

x* +2ax’ + (a® +b)x* +2abx + a’b

1) Fix) =

2) Fa(x) =

4 2 2
X +axt —=b*x—-b’a

15. Sa se simplifice fractia:
X +4x7y —dxy + dxy’ —4y°

X
F(x,y)=
(x.7) X =2xT +2x°y—4dxy+x+2y

Sa se arate cd existd o valoare a lui y € R pentru care fractia este constantd, oricare ar
fix e R\ {1}.

16. Sa se simplifice fractia:
2n+1
X

=2x" +xy” +2y—2x""y

n+2
X

F: 2
—2x—-x"y

17. Sa se simplifice fractia:

4x* +4xy—dx+y* -2y +1
F(x, ) = .

4x’ —y* +2y -1

18. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:

X 3 4x + x*
E= == 1+ .
ax —3a x" +x—-3ax—-3a x+4
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19. Sa se simplifice fractia:
_ (D) +n’ +n-1
(=17 —n*+n+1"

20. Sa se simplifice fractia:

2 2 2
P ax2+(a2+ab+a+b)x+ab+b2+b,x¢_£’x¢_(a+b+l)‘
bx"+(b"+ab+b+a)x+ab+a +a

Sasearatecapentrua+b=0six=1 = E=-1.

21. Se da fractia:

2 x4 2x+1 .
Foy= " "2 7220 ke
X +x +x+1

a) Sa se simplifice fractia.
b) Dacéd x € Z, sa se demonstreze ca fractia simplificata este ireductibila.

22. Se da expresia:
_ 8a’ +4a’h+2ab+4a’
12a° + 6a°
a) Sa se simplifice fractia algebrica.
b) Sa se precizeze in ce conditii £ > 0.

23. Fie fractia:

2 2
f(x):ax +Xx Zax1 2x+a+1,a¢71,x¢1‘
x_

a) Sa se simplifice fractia.
b) Sa se determine x € R astfel ca f(x) =a + 1.

24. Sa se simplifice fractiile:

2 2 2
(x2 +3x+3)2 1; Ey(x) = 4x 2+28x+48 '
(x"+5x+5) -1 2x"+6x+8

E (x)=

25. Se da expresia:
x' -1
£ x+1+x+1 [2x3+2x+1j. 2x ‘
x+1  x* -1 4y’ 2x° +2

x+1
a) Sa se aduca la forma cea mai simpla.
b) Pentru ce valori ale lui x expresia nu are sens?
c) Pentru ce valori ale lui x expresia este 0?
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26. Sa se simplifice expresiile:

3 3 2 2

X -y x -y I 1 x y
2, .2 3, .3 (2 J 2 2 44 =1+
Xty x+y X y _[x 2+yj‘xy Yy x

x+v) —x xw+1? X =232y +x?
x+y)—x y+y y+xy
(x—y) +xp

27. Se da expresia:

Ea) = 1 _a2+a[ 1 N a j

a*+2a+1 & -1\d*-a da’ -1
a) Sa se aduca E(a) la forma cea mai simpla.

b) Daca E(a) = % , sa se calculeze E (—Ej .
(a” 1) 2

28. Se dau expresiile:

_ 2 3 2
22
a \b a a a a a

[8x2 ~3x+5 3(x=3)> 29+39x—5x +6x3} 3x -2
E, = + - : .

2x* 5x 10x? S5x

1) Sa se arate ca E; este un patrat perfect.
2) Sa se aduca E» la formarea mai simpla. Pentru ce valori x € R, E; are sens?

29. Sa se simplifice fractia:
2x* +x° —4x* —6x - 5

F(x)=
X +x+1

30. Se da fractia:

2x* =2x-3xy-2y" +9y—4

X +4x—dxy+4y" -8y +3

Sa se simplifice F(x, y) si apoi sd se determine valoarea lui y pentru care F(x, y) nu
depinde de x.

Flx,y) =

2
. . - 1
31. Fie fractia: F(x) = % .
X —x+2
a) Exista valori x € Z astfel incat F(x) € Z?
b) Dar x € R astfel incit F(x) € Z?
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32. Se da fractia:
x'+2x7 +5x7 +4x—12

F(x)=
) X +4x* +x-6

a) Sa se simplifice fractia.
b) Sa se determine x € N astfel incat numarul F(x) sa fie natural.

33.1)Dacia+b+c=0,atunci @’ + b + ¢* = 3abc.
2) Sa se simplifice fractia:
Flx) = (x+2y+3z)° +2x+3y+4z) —Bx+5y+7z)
(x+2y+32) —(2x+3y+4z° +(x+y+2)°

34. Sa se simplifice fractia si sa se arate pentru ce valori reale ale lui x exista:
x4+ 2x +3x +3x° +2x +1

Fx)=
) xtx —x-1
35. Fie a, b > 1 si expresia:
4ab 2b 2a
2 2 —1- x T 2
(I+a)A+b7) 1+b° 1+a

E(a, b) =

4ab 2b 2a
2 2y 1+ 2 2
(I+a)A+b7) 1+b° 1+a
a) Sa se aduca expresia la forma cea mai simpla.

b) Sa se rezolve ecuatia: E(a, b) - x = \JE(a,b) .

36. a) Sa se simplifice fractia:

X —xT +4x7y —dxy +4xy’ -4y’
F(x, ) = e s——

X =2x" +2x°y —dxy+x+2y
b) Pentru ce valori ale lui x si y, F(x, y) exista?
c¢) Pentru ce valori ale Iui x si y, F(x, y) =0?

37. Sa se simplifice fractia:

2xt +x° —4x* —6x-5

F(x)= S
x +x+1
38. Sa se simplifice fractia:
2n+1 2n n+l n
X +x"+ X"+ 2x" +1
F: 2n+l 2n n+l (”l € N*)
X +x" =x"" -1

39. Daci a, b, ¢ € R, atunci @’ + b* + ¢* = 3abc daci si numai dacd a + b + ¢ = 0 sau
a=b=c.
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40. Sa se demonstreze ca daca avem relatia:
a b c
+ +

=1,
b+c c¢c+a a+b

atunci avem si relatia:
a@+b+c+abc=0.

41. Sa se aduci la forma cea mai simpla expresia:
D* -1 )(a’ +1
IR S (R C )
ala+?2) a —a+1
pentru a > 0.

42. Sa se aduca la o forma mai simpla:
1 1 1

1) + + ;
ala-b)a—-c) bb-a)b—c) c(c—a)c—-b)

cHNct—4+2 c—~Nct—-4+2

2) + —2c.

c—~Nct—4+2 c+2++c" -4

43. Sa se arate ca expresia nu depinde de valoarea lui a:

2
E(a,b)=[ t 1 j (ﬁ+2—2j: _atab
a+b a-b b a a® +2ab + b*

2
44, Sa se arate cad expresia:
2 2 2
E(a,x):3a +2ax —x _2+10a)2c 3x2
(Bx+a)a+x) a® —9x

este constanta.

45. Sa se arate aducd la forma cea mai simpla expresia:

1 2x 1 (x=3)* +12x
E(x):( > +— +— j .
X +3x+2 x +4x+3 x +5x+6 2

46. Sa se arate ca expresia:

(a—b)
2 b
(JZ+J_ +2ava + I+3(@—b)

axa +bJb a-b

este constanta.
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47. Se da expresia:

a—b+a+b 1 N 1
2 N2
E(a,b)=2 a+b a_b+a_b a+b+ §a+b) (a b) (£+2+2j
a=-b a+b 11 a —(a-2b)a+2b) | \b a

a+b a-b a-b a+b

a) Sa se aduca la forma cea mai simpla.
b) Sa se afle valoarea numerica a expresiei aduse la forma cea mai simpla pentru:

(1 1)(1 1) [1 1)[1 1) 1 1
——— =+ |+ == =+ i
2 3)\2 3 3 4)\3 4) . 3 2
= > si b=
1 11
4 =
48. Sa se descompuna in factori expresia:

E=(a+b)b+c)a+2b+c)+(b+c)c+a)b+2c+a)+
+(cta)atb)(ct+2a+b)+2(a+b)b+c)cta)

49. Sa se demonstreze identitatea:
a(l-a) N b(1-b) N c(l-c) _
(a=b)c—a) (a=b)b—c) (b—c)c—a)

pentrua#b#c# 1.

50. Stiind cd a + b = 1, a se aduca la forma cea mai simpla expresia:
E=a>+ b+ 3(a’b + ab’) + 6(a’b* + a*b>).

51. Sa se demonstreze ca pentru a # b # ¢ # a, are loc:
(a+b)a’ +b) N (b+c)b +¢%) N (c+a)c +a’)
(b-c)c—a) (a=c)b-a) (b—-c)a-b)

=ab+bc+ca.

52. Sa se arate ca:
a->b N b-c L_¢c-a _ 4(a—b)(b—c)c—a)
a+b—c b+c—a c+a-b (a+b-c)b+c—a)c+a—b)

53. Si se cerceteze dacd E(x) = x° — 2x* — 5x + 6 este divizibil prin x — 1. Si se afle
multimea solutiilor ecuatiei E(x) = 0.

54. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:
E(x, y.2)= 2x% +8y% +8xy -4y’ —2x)° +2x+4y

X’z+4y°z+2yz + xz +4xyz

Si se arate cd dacid y = 0, E devine o expresie independent in x. In acest caz, sa se afle
z € Zastfelca E € Z.
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55. Se considera fractia:
3n* +6n° =20 —3n+3
n +3n+2
a)Sasearate ca (V) n € N, F(n) ¢ N.
b) Si se arate ca S = [F(1)] + [F(2)] + ... + [F(n)] = #°, unde [x] este partea intreagi
a lui x.

F(n)= (n € N).

56. Se da expresia:
E- X +a _x3 -a B 8a’x’
xX—a x+a x*-d*
P(x)

(%)

a) Sa se aduca la forma cea mai simpla £ = si sa se calculeze valoarea nume-

ricd pentru x = %,a=1.

b) Si se arate ci P(x) + Q*(x) — 3a’x” este un patrat perfect, cu P(x) si Q(x) prime
intre ele.

57. Se da expresia:
f(a,b)= 1_b+1+b—2 : 4b +a L
1+6 1-bH 1-b b+1
Sa se arate ca:

1)f(a,b)=a+ b+ ab;
2) f(a, b) =1 (b, a).

58. Sa se simplifice expresia:
_ ax’ + by’ +cz’

- be(y —z)* +ca(z —x)* +ab(x - y)’
stiind ca: ax + by + cz = 0.

D. Polinoame

1. Si se determine un polinom de gradul III care este divizibil cu x* + x — 2 si care
impartit la x* + 2x — 8 si dea restul 22x — 12.

2. Fie P(x) un polinom cu coeficienti reali de grad > 2 care indeplineste simultan ur-
matoarele conditii:

1) P(x) impartit la x — 1 da restul 3;

2) (x—DPx)+xP(x+2)=1.
Si se afle restul impartirii lui P(x) prin x> — 4x + 3.
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3. Si se determine numairul a, astfel ca polinomul P(x) = x'* — 8x'° — ax® + 6ax — 4a sa
se divida prin x* — 3x + 2.

4. Sa se arate ca polinoamele:
P(x)=GBx+1)"+ (Bx— 1"+ (x - 3)*" (m e N);
O(x) =2(4x + 5)" + (4x — 1) + (x —4)""! (n e N)
admit divizor comun pe x — 1.

5. Fira a efectua impirtirea, si se demonstreze ci polinomul P(x) = x* — 5x* + 7x — 3
este divizibil prin x — 1 si sa se descompuna apoi in factori ireductibili. Daca x este un
numar impar, mai mare decat 3, sa se arate ca P(x) este divizibil prin 16.

6. Sa se arate ca orice doud polinoame din familia de polinoame:
F={Pi| Pi(x)=x""*+X +x+x+ 1,k e N}
au un divizor comun diferit de polinomul unitate.

7. Sa se arate ca:
a) P(x) =x* +x" + 1 este divizibil prin x* + x + 1;
b) O(x) = x** — x"* —x7 + x® + 1 se divide prin x* — x* + x> —x + 1.

8. Fie P si QO doui polinoame cu coeficienti reali, astfel incat P(x + 1) = Q(x), V x € R.
Sa se demonstreze ca suma coeficientilor lui P este egald cu termenul liber al lui Q.

9. Fie polinomul P(x) = ax® + bx> + cx + d. Sa se arate ca P(x) este divizibil prin
O(x) = cx + d daca si numai daca d = 0 si bc —ad = 0.

10. Fie polinomul P(x) = x° — 2x* — 6x° + mx* + nx + p.
a) Sa se determine parametrii m, n, p, astfel ca polinomul P(x) si fie divizibil cu
x—Dx+ 1)(x-3).
b) Sa se rezolve ecuatia: P(x) = 0.

11. Fie polinomul P(x) = (2x — 1)(2x —2)(2x — 3) - ... - (2x — 15). Sa se calculeze P(5).

12. Se da polinomul P(x) = x*° — 513x"" + 127x* + 7x + 1. Si se afle restul impartirii
polinomului P(x) prin (x — 2). Si se determine @ € Z~ astfel ca polinomul P(x) + |a| si
fie divizibil prin (x — 2).

13. Si se arate ci polinomul P(x) = (x + 2" + 232
¥ +2x +4.

este divizibil prin polinomul

14. Sa se determine numarul real a, astfel Incat polinomul:
Px)=x*+x"+x2+x*+x*+a
si fie divizibil cu polinomul Q(x) =x* +x* +x + 1.

67



15. Si se arate ca polinomul P(x) = 2(x + 1) + (=1)""x" se divide la 2x + 1. Si se
calculeze suma coeficientilor catului.

16. Fie polinomul P(x) = o’x* — 200’ + B2 — 2Px +7, a, B, v € R, si fie S suma coeficien-
tilor sai.

a) Sa se determine valorile parametrului y pentru care S >0, (V) a, B € R.

b) In cazul in care S = 0, s se rezolve ecuatia P(x) = 2.

17. Se da polinomul P(x) = x* — 1986x° + 1987x* — 1988x + 1986.

a) Si se arate cd restul impartirii polinomului P(x) la x — 1985 este 19847,

b) Sa se determine a € N, astfel incat restul impartirii polinomului P(x) + a la
x — 1985 si fie egal cu 19867

18. Fie P(x) =2x" + x> —mx — 1 si Q(x) =2x°> + 3x* + nx + 1, m, n € R.
a) Sa se determine m si n, stiind cd P este divizibil cu 2x — 1, iar Q este divizibil cu
2x + 1.
P(x)
O(x)

¢) Pentru ce valori ale lui x, F(x) este numar intreg?

b) Sa se simplifice fractia F(x)=

19. Fie P(x) = x° — 5x* + 4x° + x* — 5x + 4.
a) Sa se rezolve ecuatia: P(x) = 0.
b) Sa se determine multimea: {x € R | P(x) > 0}.

20. Se dau expresiile:
E1=x—4ax* + 5a*x — 2a’x — 2a° si E» =X — 2ax* — a’x + 2a’.
a) Sa se descompuna in factori.

. . . E e e N
b) Si se determine valorile lui x pentru care —- este definita si apoi sa se simplifi-
2

ce —.
EZ

c¢) Sa se determine x, astfel ca {E_l] > 0, unde {E_l] este fractia obtinutd dupa

2 2
simplificare.
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2. Functii

1. Sa se reprezinte grafic:
2x+5, x<-1
fTRoR f(x)=13, xe[-1,2].
-3x+9, x>2

2. Sa se cerceteze daca exista functii f: R — R care si verifice simultan conditiile:
a) f l+x +f l—x =0,VxeR;
2 2
b)f(x)-f(1-x)=f(x)—x* VxeR.

3. Intr-un sistem de axe perpendiculare xOy, se considerd punctele A(-2, 0), B(0, 2) si
C(2,0).

a) Determinati functia a cirei reprezentare grafica sa fie reuniunea segmentelor 4B
si BC.

b) Calculati masurile laturilor triunghiului ABC.

4. Se considera functia:
x+1, xe(-w,-1)
ffTRoR fx)=
mx +2,xe[-1,0)
a) Sa se determine m € R astfel incat M(1, 7) sd apartind graficului functiei f'si sa
se reprezinte grafic f'in acest caz.
b) Pentrum=5,4={-4,-1,0,1,3},B={x € A|f(x) <7}, sa se determine 4 U B,
(A\B) U (B\A4),A4 x B.

5. Se considera functia:

2x+3m

FiIR SR, f(x)= 2
(m+1Dx+m—1,dacax<2(meR)

daca x<2

Sa se determine valorile lui m astfel incat functia sa fie monotona.

6. Fie a € R. Sa se determine /: R — R cu proprietatea ca f(x + @) < x < f(x) + q,
VxeR.

2
. 1 : .
7.Dacix € R\ {-1,0, 1} sif(x)= xz il , s& se arate cd sunt verificate relatiile:
X +x
x+1 x—1 4
— S+ f(x)-2=—5—;
x-1 x+1 x -1

x+2)f(x+ D) =xf(—=x-1).
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xt+4xt +4x7 +12x+3

X =x"-9x+9

8. Sa se arate ca, prin simplificare, fractia: f(x) = nu isi mo-

difica domeniul de definitie.

ax* +bx* +ex’ +dx+e

9. Sa se stabileasca conditiile pentru ca functia rationala f'(x) = —
ax” +c'x" +e
s aiba o valoare constanta pentru orice x € R. A Fig 1
ig.
o Y 40.2)
10. Reprezentarea geometrica din figura 1

defineste o functie f: R — R?

v

ACL0) |0

11. Defineste reprezentarea geometrica din figura 2 o functie f: [-2, 2] — [-2, 2]?

T Fig. 2 * Fig. 3
| - oo
P M(x, y)
il : /‘ —\
B(-2, 0) x (2,0
0.2 (2, 0) (2,0)

12. Defineste reprezentarea geometrica din figura 3 o functie f: [-2, 2] — [0, 2]?

13. In figurile 4-11 sunt date reprezentirile geometrice ale graficului unei functii. Sa
se stabileascd in fiecare caz functiile respective.

4, Fig. 4 4 Fig. 5
A(0, 1 02 G.2)
B1,0) 40D R
> (_19 0) [ (4’ 0) »
O X | — »

4, Fig. 6//D 4, Fig. 7
A 60° B
B(3,2)
CRY A(1,0) 40 C

v
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4y Fig. 8

(0, 2)

e
Sy

[

A(-2,0) O <N B(2,0)

4y Fig. 10 4y Fig. 11
A(-2,0) BR.0) . L
K_O/ X 5450 \%350 o
a IO 1 ;
C(0,-2)

14. Se considera functiile /: R > R, f(x) = x+1 sig:R>R, gx)= —3x+1.

a) Sa se gaseasca coordonatele punctului de intersectie a graficelor celor doua functii.

b) Sa se arate ca graficele celor doud functii determinad un unghi de 60°.

15. Sa se determine functiile f, g : R — R, stiind ca:
2f(x+ D) +gx—1)=2x+14, f(x+1)—2g(x—-1)=6x—18.

16. Sa se determine functia f: N — N care indeplineste urmatoarele conditii:

SO+ =&+ -—xy, (V)x,yeNsif(l)=1.

17. Sa se determine functiile f: R — R cu proprietatea ca:

X 0)+f () =21 (xp), (V) x,y € R.

18. Sa se reprezinte grafic functia f: R — R, data de:
—x+3, daca x<0

f(x) =143, daca 0<x<2
2x-1, dacax>2
si sa se rezolve ecuatia

S +f(=x)=6.

19. Determinati functia /: R — R care pentru orice x € R verificd relatia:

2f(x) + (1 —x)=x%
20. Sa se demonstreze ca functia /: £ — R data de
V1+x* +x-1
SX)=—F—
VI+x* +x+1

este definitd pentru orice x € R (E =R) si cd este impard, adica f (—x) = —f (x).
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3. Ecuatii
Sisteme de ecuatii

1. Sa se afle x din egalitatea:

2,4—/4,1616 (242)* +2°

0,2
5: !

1+

2. Sa se calculeze x din proportia:

1
+O,(3)]0,8(3)
{2 J2x -7 7

[0,5—0,(3)]-0,1(6):(025+1_3)01(3) 2
s 20) 7

5 =

7

3. Sa se rezolve ecuatia:

4. Sa se rezolve ecuatiile:
1 2x2+19_ 217 3 0.
5x*=5 x -1 1-x

2
p) R B =1:(ﬁ—éj;
a b’ b a

a’ —l_ar()c—l)—i-a2 —-X

a +1_a(x—1)—a2 +x

5. Sa se rezolve ecuatia:
(ax+D(x+1)=(x+a)x+b),a beR.

6. Sa se rezolve ecuatia:

x+1 1-x°

19x—1_x+1( x 2 j
x l1-x

7. Sa se rezolve ecuatiile:

a)lx+ 1|+ x—1]=3;
b) x| —x+1[=1.
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8. Sa se rezolve ecuatia:
Rx+1|+2x—1]=a
si sa se discute dupa valorile parametrului real a.

9. Sa se rezolve ecuatia:
X ‘(xf’ +3x* —9x* —=27)(x - 2) 3

x* =3 (x* =3x+2)(x* +3)° x—1

10. Sa se rezolve ecuatia:

G —4x+ 1)+ (P +4x— 5)° = 64(x* - 1)’.

11. Sa se arate cd daca m € Q, toate solutiile ecuatiei:
x+1P+@Bx+my=@x+1)+x+m)
sunt rationale.

12. Sa se determine toate solutiile ecuatiei:
(x> —x+1) B (a* —a+1)

- ,aeR\{0, 1}

X’ (x—1)° a’(a-1y

13. 1) Sa se rezolve ecuatia:
2x° —mx+m
—=2x-4,
x-3

undem € R,m#9, m# 10.

2) Daca x = 12-
10

numdr Intreg.

14. Sa se rezolve sistemele:

i_l’_Z:l
niye b
X Y
3a 6 3
SIS, J5
2)ya+b a-b ;
x—y=4ab
3) x+2y—7:2y—x+15:2x+y+19;
1 2 3
4) 3x+y—3:4x—2y+1:5x—3y+8‘
6 3 5

m. . N . .
, 84 se determine valorile intregi ale lui m pentru care x este un
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15. Sa se rezolve sistemul:
X .y _ a’ +b’
a+b a-b a*—-b;ad*-b*%0.

ax+by=a’ +b°

16. Sa se rezolve sistemul:

x y _ &b
_ T2 g2
2a-b 2a+b 4012 b2;4a2—b2¢0.
b y 8a” +2b
+ =
2a—b 2a+b 4a*-b’
17. Sa se rezolve sistemul:
! +l=6
x-2 'y ;x#2;y#0.

4x +47y —22xy =8

18. Sa se rezolve sistemul:
7 8 9

x+y_x+z_y+z
(x+ )y + z)(z + x) =4032

19. Sa se rezolve sistemul:
2

m* -1

2(m+1)x—(m—1)y:l,meR\{—l,O, 1}
m

x+y=

20. 1) Sa se rezolve sistemul:
xX—a xX—a 2a
+

xy —bx—ay+ab xz—cz—az+ac a —b> +2bc—c’
y—>b N y—>b B 2b
xy—bx—ay+ab yz—bz—cy+bc b’ —a’+2ac-c’

z—c z—c 2c
+

xz—cz—az+ac yz—bz—cy+bc c* —a’ +2ab-b

cux#a,y#b,z#c.
2) In ipoteza a < b <, sa se afle ce relatii de inegalitate exista intre x, y si z.
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21. Sa se rezolve sistemul:
X4 X4 X

b, b, b, ;bbb b +b,+b 0.

X +x, +x;=c

22. Sa se rezolve sistemul:
a x X, X

LA B B g h>0.
b

23. Sa se rezolve sistemul:
xX+y+z +z+t z+t+x x+y+t —
a c

24. Sa se rezolve si sa se discute dupa valorile parametrului m sistemul:
m’x+y=m;m(x+y)=1.

25. Sa se rezolve sistemul de ecuatii:

_ 2 . _ 2 .. _ 2
X, =X XX, =X =Xy 5 Xy =A/X — X .

26. Sa se rezolve ecuatia:
xX—a, xX—a, xX—a

+ +...+

a, +a, +a, +..+a, a +a,+..+a, a +a,+..+a,,

unde a; > 0,7 € N.

27. Sa se elimine x si y din relatiile:
x—y=a;x*—y'=b;x’+y =c.

28. Sa se rezolve in R ecuatia:

2 2 2 2
X 4+y +z7+t
X+y+z+t= Y 5 +2.

29. Sa se determine numerele x, y, z care verifica simultan relatiile:
xytyz+xz=-l,x+y+z+xyz=0.

30. Sa se rezolve sistemul:
—2x+3y+5z 2x-3y+5z 2x+3y-35z

a b c

d’ ’
Xyz =—
Y2730

unde a, b, c € R, d € R.
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4. Ecuatia de gradulll

1. Sa se rezolve ecuatia:
2x* + (5a—T)x +2(3 — 5a) = 0.
Sa se determine a, astfel incat radacinile ecuatiei sa fie inverse una celeilalte.

2. Sa se determine m € R, m # 0, astfel incat radacinile ecuatiei:
X-mx+m=0
sd satisfaca relatia:
(r1+x)’=x +x;.

3. Sa se afle cea mai mare valoare pe care o poate lua expresia:
P(x)=5-(2-3x)%

4. Sa se determine k£ € Z, astfel incat ecuatia
6x* —5(k— x+k*—k—6=0

5. Sa se rezolve ecuatia:
1

x2 —4x+3+2—:1.
2x° —8x+7

6. Sa se demonstreze ca ecuatia:
5x2+50p7 — 26xy + 8x —46 y+ 15=0
nu admite solutii in multimea numerelor reale.

7. Se considerd P(x) =x* + ax + 3, a € R. Si se arate ci dacd P(x + 1) = P(x) + 2(x + 1),
V x € R, atunci ecuatia P(x) = 0 nu are radacini reale.

8. Sa consideram expresiile:

_ x’ +(b-a)x—ab £ - x’ +(2-D)x-2b E - x>+ (b+3)x+3b
X +b+a)yc+ab’ T X2 —Q+b)x+2b" X +(b-2)x-2b

a) Sa se determine valorile lui x pentru care fractiile exista.

b) Sa se determine a € R, astfel incat ecuatia:
E\-E;+E,=0

1

9. Se di ecuatia:
2>+ (Sa-Tx+2(3-5a)=0,a € R.
a) Sa se rezolve ecuatia.
b) Sa se determine a, astfel ca radacinile ecuatiei sa fie inverse una celeilalte.

c) Sa se determine a, astfel incat x| +x; =4.
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10. Sa se determine minimul expresiei:
E(x,y) =4 —dxy+2x* -4y +3
si valorile lui x si y pentru care acest minim este realizat.

11. Sa se arate ca ecuatia:
6(x —a)(x—b)+3a(x—b)+2b(x—a)=0
admite radacini reale pentru orice a, b € R.

12. Sa se afle valoarea minima a fractiei:
x =2x+1
X' —2x+5
13. Sa se determine x, y, z € R, astfel ca expresia:
E(x,y,2)= x*(1 -i-y2 +y222) —4x(1+y+yz)+12

F=

sa fie minima.

14. Se considera ecuatia n x:

X —x-2
—=a.
x+1
a) Sa se arate ca radacinile ecuatiei date sunt reale V a € R.
2 2
g . N X +x
b) Si se determine a, astfel incat si avem ——==q.
X +Xx
1 2

15. Sa se arate ci dacd a, b, ¢ € Q si a —4b + 16¢ = 0, atunci ecuatiile ax® + bx +c =0
si ex* + bx + a = 0 admit riadicini rationale.

16. Fie a, b, ¢ € R, astfel ca a # c. Sa se demonstreze ca ecuatiile:
ax*+bx+c=0sicx* +bx+a=0
au o radacina comuna daca si numai daca |a + c| = ||.

17. Sa se arate ¢a P(x) =ax’ + bx +c,a,b,c € R, a #0, se descompune in produs de

factori de gradul I cu coeficienti reali daca si numai daca este indeplinita conditia:
P(1)-P(-1)< (a—c)

18. Fie polinoamele f(x) = ax* + bx + ¢ si g(x) = cx* + bx + a, cu a > c. Si se arate ci:

2 :
a) Daca xo = l—tz ,t € R, atunci f'(xo) < g(xo).
+1

b) Daca f'(x) = 0 si g(x) = 0 au o rddacind comuna, atunci:
atbtc=0saua—-b+c=0.

19. Si se arate ci ecuatia: (x — a)(x — b) = ¢* are radicini reale oricare ar fi a, b, ¢ € R.
Notand cu xi, x, radacinile ecuatiei, sa se calculeze in functie de a, b, ¢ expresia:

E=x'+x,.
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5. Rezolvarea in numere intregi a ecuatiilor

1. Sa se rezolve in Z ecuatia:
3xy—4° =18.

2. Sa se determine x, y € Z, astfel incat:
x+2)y+5-2x+1)(y+2)=5.

3. Sa se rezolve 1n Z sistemul:
2 2 2
X -y -z =3
{x -y+z=-3

4. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia:
x+)y =xyz.

5. Sa se rezolve In numere Intregi ecuatia:
8x? — 6xy +3* —5=0.

6. Sa se rezolve In numere intregi ecuatia:
xy+3x+2y+5=0.

7. Sa se determine multimea:
A={(x,y) € NxN|19x + 85y =1985}.

8. In ipoteza cd x # y, sa se rezolve In multimea numerelor naturale ecuatia:

x(x—8)=y(y-8).
9.Daciax,y e R\ {1}, atuncisix+y—xy e R\ {1}.

10. Sa se rezolve in numere intregi ecuatia:
xyz—yz—3xz—5xy+3z+5y+15x-16=0.

11. Sa se rezolve in numere intregi ecuatia:
¥ -y —2x-2y—1=0.

12. Sa se rezolve In multimea N ecuatia:
Xy +x*—180=0.

13. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia:
X —x=992.

14. Sa se rezolve n numere intregi ecuatia:
6x* — 13xy + 6y* = 19.
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15. Sa se determine doud numere naturale, astfel incat sa fie divizibile intre ele, cel
mai mic sa fie patrat perfect, iar diferenta lor sa fie 1975.

16. Sa se rezolve n numere intregi ecuatia:

xy+£ +2x=75.
¥

17. Sa se afle numerele intregi x, y, z, 0 <z <y <x, astfel ca:
xyz+xy+yz+zx+x+y+z=1000.

18. Sa se determine x, y, z € R care verifica relatia:
20+ )7+ 22— 8x + 2y — 2xy + 2xz — 162+ 35 =0.

19. Sa se afle valorile x, y € R pentru care este satisfacutd ecuatia:
2+ =2xy+2y-2.

20. Sa se rezolve In multimea R ecuatia:

Vx=3+,3-y=2.

22. Si se rezolve in N” ecuatia:

6. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor
sau al sistemelor de ecuatii

1. Raportul a doud numere este 8. Primul numar marit cu 39 este de 37 de ori mai ma-
re decat al doilea micsorat de 3 ori. Sa se afle aceste numere.

2. Se dau patru numere a caror suma este 396. Daca la primul se adauga 5, din al doi-
lea se scade 5, al treilea se inmulteste cu 5, iar al patrulea se imparte la 5, se obtin pa-
tru numere egale intre ele. Care sunt acele numere?

5 e o o2
3. Dupa ce a parcurs 13 km, un excursionist isi da seama ca trebuie sd mai strabata 3
din restul drumului pentru a ajunge la jumatatea lui. Sa se determine lungimea drumu-

nls . S . o 3 ..
lui. Cati hectometri trebuie sa mai fie parcursi pentru a strabate 3 din drum?

4. O echipa (a doua) a realizat de patru ori mai multe piese ca prima, a treia echipd a
realizat cat media geometrica a primelor doud, iar a patra echipa cat media aritmetica a
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echipelor all-a si a IlI-a. Cele patru echipe au realizat impreuna 100 de piese care
oo A . L . -
reprezinta 5 din intreaga productie. Cate piese mai trebuie si realizeze fiecare echipa

pentru ca productia sa fie egald pentru fiecare echipa?

5. Sa se gaseasca doua numere naturale, stiind ca diferenta patratelor lor este 1805, iar
cel mai mare divizor comun al lor este 19.

6. Sa se arate ca un singur numar natural de doua cifre se imparte exact la suma cifre-
lor sale, dand drept cat tot suma cifrelor sale. Care este acest numar?

7. Sa se afle trei numerele, dintre care al doilea sa fie mai mare decat primul cu atat cu
cat al treilea este mai mare decat al doilea, daca se stie ca produsul celor doud numere
mai mici este egal cu 85, iar produsul celor doud numere mai mari este egal cu 115.

8. 72 de lei trebuiau Tmpartiti iIn mod egal la cativa elevi. Daca ar fi cu trei mai putini,
atunci fiecaruia i-ar reveni cu patru lei mai mult. Cati elevi au fost?

9. Numarul a este media aritmetica a trei numere oarecare, b este media aritmetica a
patratelor lor. Sa se exprime cu ajutorul lui a si b media aritmetica a produselor a doua
cate doua.

10. Doi muncitori, lucrand impreunad, realizeaza o lucrare in 8 ore. Primul dintre ei,

lucrand separat, poate Indeplini intreaga lucrare cu 12 ore mai repede decat al doilea

muncitor dacd acesta ar lucra si el separat. In cate ore fiecare dintre ei, lucrand separat,

poate termina lucrarea?

Indicatie: Fie x numarul orelor in care primul muncitor indeplineste lucrarea. Se obti-
1

ne ecuatia l+ =l.
x x+12 8

11. Ce numdr x trebuie adaugata celor trei laturi a, b, c ale unui triunghi oarecare, pen-
tru a se obtine un triunghi dreptunghic?

Indicatie: Daci a este latura mai mare, avem: (a + x)* = (b + x)> + (¢ + x)*. Discriminan-
tul A =2(a — b)(a — c) este totdeauna pozitiv, deci problema este totdeauna posibila.

12. Aria unui triunghi dreptunghic este egali cu 24 cm?, iar lungimea ipotenuzei este
egald cu 10 cm. Sa se afle lungimea catetelor.
Indicatie: Notam cu x, y catetele triunghiului. Avem:

1
—xy =24 {2xy=96 {x+y=14
2 S =4 .

X +y? =100  |xy=48

X +3% =100
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13. S& se determine catetele unui triunghi dreptunghic 4ABC (m(«4) = 90°), stiind ca
punctul de tangentd a cercului inscris triunghiului imparte ipotenuza BC in doua seg-
mente BD =12 cm si DC =5 cm.
Indicatie: Daca x este raza cercului, atunci:

AB=12+x; AC=5+x; (x + 12)* + (x + 5)* = 289.
Rezulta ca x = 3 (solutia convenabild), deci AB = 15; AC = 8.

14. Laturile unui triunghi oarecare ABC sunt AB = 15 cm, BC = 13 cm, AC = 14 cm.
Sa se calculeze indltimea BD.

Indicatie: Fie AD = x cm; DC = (14 — x) cm. Se exprimd BD in doua moduri (aplicand
teorema lui Pitagora in triunghiurile DAB si DBC): 15% — x* = 13* — (14 — x)*; rezulti ca
x= 9cm.

15. Un triunghi are ipotenuza de 25 cm, iar suma dintre o catetd si proiectia ei pe ipo-
tenuza este de 24 cm. Sa se afle marimea celor doua catete.

Indicatie: Notand cu x proiectia catetei pe ipotenuzi, avem (24 — x)* = 25x; convine
numai solutia x =9 cm. Deci cele doua catete sunt 15 cm si 20 cm.

7. Identitati
L (x+y) —3xp(x+y)=x+).
2.x+y+z)P =X+ + 2 +3x + )y +2)(z +x).

3.(@ + P2+ AP+ + ) = (ax + by + cz)* + (ay — bx)* + (bz — cy)* + (cx — az)’
(Lagrange).

4.3+ +2 - 3xyz=(x +y+2) (P +y* + 22 —xy —xz —yz2).
5. (x +y) —x" =y = 5xp(x + y)(* + xy + 2).
6. Si se determine m, astfel incat x* +)° + 2° + muxyz si fie divizibil prin x + y + z.

7.Dacaa+b#0,b+c+#0,c+a=0,atunci:
2 _ 2 _ 2 _ _ _ _
a (b c)+b(c a)+c(a b)z—(a+b+c)2 (b-c)c—a)(a b)'
b+c c+a a+b (b+a)c+a)a+Db)

8. a(bx + cy)* — 2b(ax + by)(bx + cy) + c(ax + by)* = (ac — b*)(ax* + 2bxy + ¢)?).

9. Sa se arate ca:
(@a+b+cY—(b+c—a)P—(c+a—-b)—(a+b-c) =24abc.
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10. Daca l+l+l=0, atunci:
a b c

a+b> at+c* b+t be ca ab
+ + + =

ab ac bc a b

11. Dacd a # b # ¢ # a, atunci:
a® —bc N b* —ac N ¢’ —ab B
(a=-b)b-c) b-a)b-c) (c—a)c-Db)

12. Fiea € R\ {1}. Sa se verifice egalitatea:

a+ —q" .G (n € N).
a" -1

13. Sa se arate ca:

1 _l[l_ 1 j
nn+2) 2\n n+2)

14. Folosind relatia de la exercitiul anterior, sa se arate ca:
1 1 1 1 1 5
—+ + + + ==
-3 3.5 5.7 7-9 9-11 11
1 1 1 1 1 5

+ + + + =—.
11-13 13-15 15-17 17-19 19-21 231

b

15. Sa se demonstreze ca urmatoarele relatii sunt echivalente:
a c
1) —=—;
6] =4
Q@+bt+tct+tda—-b-c+dy=(a-b+c—d)(at+t+b—-—c—d),undea, b, c,d e
e R\ {0}.

1 1 1 1 1 . )
16. Daca —=———=——-—,4a,b,c,d € R\ {0}, atunci avem si:

a ¢ b d ¢
ad—-c)+bla—c)+c(d—a)=0.

17. Sa se arate ca daca a + b =1, atunci:
at+ bt —2d° - 20 - 2a** + &> + ¥ =0.

b—c c—a a-b

18. Sd se aratecadacaa+b+c=0si + 5 + = (), atunci:
a c
bc+b—c ca+c—a ab+a-b
b*c? c’a’ a’b’ =0.
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19. Sa se demonstreze identitatea:
a—bc b—ca c—ab

+ + =1.
(a=b)c—a) (a-b)b—c) (c—a)b-rc)

20. Fie x, y, z € R cu proprietatile:

1+xp#20, 1 +yz20, 1 +xz20, =2+ 22+ ¥ _3¢y+y+z=0.

I+xy 1+yz 1+xz

Atunci:

xy+yz+xz=—%.

21. Sa se calculeze:
E=da*—a+b*—b+2ab+1,
stiind cda + b =3.

22. Sa se arate cd daci existd relatiile @ + B>+ =1, >+ b* +*=1sia+b+c=1,
atunci abc = 0.

23. Sa se arate ca daca a + b + ¢ =0, atunci:
1) a®+ b* + & =3abc;
2) (@® + b*+ ) =2(a" + b* + ),
3) 2(a® + b° + ¢®) = Sabc(a® + b + );
A5+ b+ AN+ P+ D) =6(a°+ b + )
5)10(a’ + b+ ') =1(a* + b* + )@ + b° + ).

24, Sa se demonstreze identitatea:
Aa®+ b+ —8(a+b+c)a’+ b+ —3abc) = (a* + b* + ¢ — 4ab — 4ac — 4bc).

25. Sa se demonstreze ca:
ab(a +b) N be(c + b) N ca(c+a)

(a=c)b-c) (b-a)c—a) (c—b)a-b)

=a+b+c.

8. Inegalitati

Sa se demonstreze ca au loc urmatoarele inegalitati:

1.x>0=>x+ l22.
X

2.Vx,p,ze R+ + 22 > xp+yz+2x.

.Vx,yeR=>x*+xp+)220.
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4.V x,y>20=> x;yZ\/E.

5.V a, b,c>0:>(a+b+c)(l+%+ljz9.
a

c
6.V x,7,z20= (x+ty)(y+2z)(z+x)=>8xyz.

7. Vx,y,z e Rastfel incatx +y+2>0=x"+)* + 2 > 3xyz.
8.a,b,c,x,y,z€ R= (ax + by + cz)* < (a* + B> + AH(x* +y* + ).
9.%, 7,220 =>xp(x +y) +yz(y + 2) + zx(z + x) < 2(x* + ' + 2.

1 1 1
+

10.Vn>1= .
n+l n+2 2n 2

1 1 1 1 7
11.Vn>1= —2+—2+3—2+...+n—2<z.

1
12.Dacéx2+y2+zz=1:—Eﬁxy+yz+xzsl.

13.Daciab+bc+ca=1=a*+b*+c*> 1.
14.x>y>z>0= x> xpz> 2.
15.Dacia®* +b*+ P =1six*+y +2=1=—-1<ax+by+cz< 1.
16. Dacix+y+z=0=x">4yz.
17.Dacix+y+z=0,atunci (—x +y +z)’ —4(x -y +z)(x +y—2) > 0.
18. Sa se rezolve ecuatiile:

1 3x-1 3x—-1

>1; 2)
2—x 2—x

<1.

19. Sa se rezolve inecuatiile:
1 2x—3£2; 2) 2x -3
3—x 3—x

>5-2x.
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20. Sa se rezolve si sa se discute dupa valorile parametrului real m inecuatia:

2x—m
>1-x.
m—2
21. S se rezolve inecuatia:
1 1
X+——<——.
x-1 2

22. Sa se determine multimea valorilor lui x care verifica sistemul:
x—4 x+3
J’_

2>
2 3
x+l x+4 7
3 2 3

23. Sa se arate cd pentru orice a, b € R, are loc urmétoarea inegalitate:
4a® —Tab + 5b* > 0.

24.Dacd a, b, ¢ € R cud® + b* + ¢* =3, atunci:
—%Sab+bc+ca£3.

in ce caz are loc egalitatea?

25. Fie a, b > 0, astfel incat a + b = 1. Sa se arate ca:
( IT ( 1j2 5
a+—| +|b+—-| 2—.
a b 2

26. Fie a, b, ¢ € R. Sa se arate ca:
Ha*+b*=1 implicé—%ﬁabé%;

2)a*+b*+c* =1 implici -1 <ab+bc+ca< 1.

- - - * .
27. Si se demonstreze ci dacd ax> + by’ =c,unde a, b, ¢ € R, , atunci:

ax+by < \Jc(a+b).

28. Fie a, b > 0. Sa se arate ca daca l-‘r%:l, atuncia + b >4.
a

29. Daca a, b, ¢ > 0, atunci:
1 1 1 1 1 1
—_—t—t—> + + .
2a 2b 2¢ a+b b+c c+a
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30. Sa se demonstreze ca pentru orice a, b > 0 au loc inegalitatile:

2 2 3 3
1 a +b 2a+b; 2)3a +b 2a+b.
2 2 2 2

31. Si se arate ca dacd a® + b° + 3abx <0 six < a + b, atunci x < 0.

32.Sasearate cidacia, b,c € Rsia+ b+ c=s,atunci:
2

s
ab+bc+caS?Sa2 +b* +c*.

33.Daca 0 <a < b <c, atunci a<ﬁ<c.

a g C

34. Sa se demonstreze ca daca a, b, ¢c € Ry sia+ b + ¢ = 1, atunci are loc dubla inega-

litate:
%S\/az +(b+c) ++b* +(a+c) +:J +(a+b) <3,

35.Stiindca0<x<8,1<y<7,0<z<9, sd se demonstreze ci:

N A2 2 4
1< x+1+ y+ N z+16£5.

2 4 2

36. Daca a, b, ¢ > 0, atunci:
(a+ b)(b+ c)(c+ a)a*+ b*)(b* + )+ a°) > 64a’b’c’.
Daca in plus a, b, ¢ # 0, atunci:

(a+b)b+c)c+ a)(é+%)(%+éj(%+%jz 64.

37.Fiea, b >0, x,y > 0. Sa se arate ci are loc inegalitatea:

2 2
{ﬂwJ +[ﬂ+bj >2(a +b).
y X

n n n-1
z < 1+2 < z ,neN.
3 1+ 3" 3
39. Sa se arate cd oricare ar fia, b >0, x> 1, avem:
1 X

SIS
a+b ax+b a

38. Sa se arate ca:
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40. Daca a, b, ¢ > 0, atunci:

(a+b+c)[l+l+lj29.
a b c

. . . X z <
41. Fie x, y, z > 0 si a, b, ¢ cu proprietatea ca: —=y+z;%=z+x;—=x+y. Sa se
a c
arate ca are loc inegalitatea:
1 1 1
—+—+—26.
a b ¢

42.Fie a, b, ¢, d > 0, astfel incat a + b = ¢ + d. Sa se arate ca:
a) ab>cd = a* + b* < + & si reciproc;
b) dacd ab > cd, atunci |a — b| < |c—d|;
P+ <F+d=la-b<|c—d.

43.Fie S=a+ g+2+b,undea,b>0. Daca S = 10, sa se arate ca ab < 16.
a

44. Sa se arate ca pentru a, b € R, ab =1, a # b avem relatia:
a*+b*+7>10(a - b)
In ce caz avem egalitate?

45. Fie x, y, z trei numere reale pozitive, distincte cel putin doua, pentru care xyz = 1.
Sa se arate ca:

x2+y2+zz+xy+yz+zx> \/;—i—\/;—i—\/;.

46. Si se arate cd daci ecuatia (x — y)* — 2(x +y) + 1 = 0 este satisficutd, atunci x si y
nu pot fi negative. Daca x > 1, y <x, atunci Jx - \/; =1, 1ar dacd x < 1, y < 1, atunci

\/;+\/;=1.

47. Fie x, y, z € R, astfel incat:
(x+ 1P+ +2P+(E+3)P2=313si(x— 1>+ (y—2)*+ (z—3)* = 105.
Sa se arate ca:
1363 +)y2 + 25 < (x + 2y + 32)%.

101 1
48. Sa se demonstreze cadaca a, b,c>0cua+ b+ c=1, atunci —+Z+—29.
a c

49. Dacd a, b, ¢, x, y, z € R, atunci are loc inegalitatea Cauchy-Schwarz:
(ax + by + cz)* < (@* + P> + ) + > + ).
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50. Dacix +y+z=1,x,,2>0,atunci \x +/y + vz <3

51. Sa se demonstreze ca pentru orice x € R are loc inegalitatea:
3
xt X’ +125x(x2 +1).

52. Sa se arate ca:
xt =X +3x" +2x+3>0,VxeR.

53. Sa se precizeze care din urmétoarele propozitii sunt adevarate:
Py =3x+2|+x*—1/>0,VxeR;
P: 3 x € Rastfel incat [x* — 3x + 2|+ x> — 1| =0;
PP+ 1]+ ]x*-1]>0,Vx eR.

54. Sa se rezolve inecuatia:
11,

—<
111 +21,
unde x este baza sistemului de numeratie.

b

55. Fie x, y > 0. Daca x* + y* = x* — 2, atunci x* + y* < 1.

56. Fie x, y < 0, astfel incat 3(x* —y*) < 7(x + y). Si se arate ci x° + y* > %

57. Sa se demonstreze ca daca a, b > 0, atunci:
Va +-3b +3a +3b < J2(a+b) + 4(a+b) .

In ce caz are loc egalitatea?

58. Sa se arate cd pentru oricex 2 n, n € N:

x—nadx—ntl++dv—l+Jdx+1+. +Ix+n<2nx.

7y
X+y—Xxy

59. Daca 0 <x, y <2, atunci <I.

60. Fie x, y, z € [1, 0); sa se determine valorile lui m € R, astfel Incat:
E=xyz—xy—-yz—zx+x+y+z-m=>1.
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9. Diverse

1. Sa se determine multimile 4 si B, stiind ca satisfac simultan conditiile:
a)AuB=1{1,2,3,4,5,6};
b)AnB={1,3,4}:
c)A\B=1{2,6}.

2. Se dau multimile:

x2+x=x —1+x_—1}; Bz{xe]R

2

2

x -1 x-1 2

A=<xeR
x =1 x+1

Aratatica 4 = B={-2}.

3. Se dd numarul N =27 -2° -2,
a) Sa se scrie acest numar ca o suma de puteri naturale consecutive ale lui 2.
b) Se cere acelasi lucru pentru numarul:
M=2""-2"-2,neN,n>2.

4. Sa se arate ca daca a = (5 —2\/3)17 , atunci:
a>+3b* 13-5V6
a> b 12-5J6

5. Sa se arate ca pentru orice n € N are loc:
Q+V3) +1 (2-3) +1
+ =0
Q+3) -1 (2-3) -1

6. Sa se arate ca daca m, n € N, expresia:
E B 3(_1)m + 7(_1)1—n . (_1)2)1—1
2(_1)m . (_1)2—m

este un numar intreg.

7. Sa se determine baza de numeratie x in care este adevarata egalitatea:

(21.) - i46at..

8. Pentru n € N, si se calculeze:
3rl+l . 22n+2 + 7 . 3}1 . 22n + 5 . 22n+l . 3n
5 . 3n+] . 22n+2 _ 49 . 317 . 22n + 22l7+1 . 3n+2 :

) x -1 x+l}
X +x= +—t.
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72n+1 + 23n+5 + 2 . 23/1
32.2" £23.43"

9. Sa se arate ca fractia £ se simplificad cu 41 pentru orice n € N.

10. Fie m, n doud numere naturale pare, iar ¢ media lor aritmetica. Care din numerele:
10" +1 . 107 +1
A=——si B=——
107 +1 10" +1
este mai mare?

5 - .. . . .. 3
11. Sa se calculeze numarul care trebuie adunat la numaratorul si numitorul fractiei 3

pentru ca fractia sa se dubleze.

12. Sa se determine numerele naturale »n cu proprietatea:

O<flJﬁ<L

13. Sd se arate ci \a” +b° ¢ Q, oricare ar fi a, b numere naturale impare.

14. Sa se rezolve ecuatia:

xX—aq x-a, x-a,
+ +..+ =n,
a, +a, +..+a, a +a,+..+a, a +a,+..+a,,

unde aq; >0,V i= 1,_n

5 a a a, .
15. Daca ! + 2 +o+ d = (), atunci:
a, +a, +..+a, a+a,+..+a, a +a, +..+a,,
1 1 1 n
+ +...+ = .
a, +a, +..+a, a+a,+..+a, a +a,*..+a,_, a+a,+..+a,

16. Si se demonstreze ca daci x, y, z sunt numere reale astfel incat x* + y* + 2> # 0,
atunci fractia:
2xyz—(x+y+z)

X +y +z

2 . .
are valoarea 3 daca si numai dacax +y +z=0.

17. a) Sa se arate ca daca numerele a, b, ¢ verifica relatia:
ab + bc +ca=0,
atunci ele verifica si relatia:
ba+b)a+c)+ad (b+c)b+a)+a’h’(c+a)c+b)=0.
b) Utilizand identitatea:
m’ +n’+ p* —3mnp = (m + n+ p)(m* + n* + p* — mn —mp — np),
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se cere s se simplifice expresia:
B (x—a) +(x=b)’ +(x—c)’ =3(x—a)(x —b)(x —c¢)
(x—=b-cP +(x—c—a)l +(x—a-b) -3(x—a-b)(x—b—-c)(x—-c—a)
¢) Ce devine expresia E pentru:
(N2-D)(a+b+c),
x= ?
3(2-1)

18. Fie x, y, z € R". Si se arate ci daci una din urmitoarele relatii are loc:
1 1 1 1 0 1 1

X 1+y+z_ Ty l+z+x  z 1+x+y_
atunci au loc si celelalte doua.

19. Fie a, b, ¢ € R cu proprietatea ca (1 + ab)(1 + bc)(1 + ac) # 0. Sa se arate ca daca
una din relatiile urmatoare are loc:
0 b+c 0, b+ a+c 0, 1 a+b _
1+ bc 1+ ac 1+ab
atunci au loc si celelalte doua.

0,

20. Fie x, y, z € R, astfel incat xyz=1si | +x +xpy # 0. Atunci:
1 1
=1.

1+y+yz#0,1+z+zx#0si + + =
I+x+xy 14+y+yz 1+z+2zx

21. Se dau relatiile:
X+ 2 =3 si (xy + z0)* — (xy — zt)* = 48.
Sa se calculeze produsul xyzt.

22. Sa se afle valoarea maxima a produsului xy dacéd 3x + 2y = 7. Care sunt valorile lui
X sl y corespunzatoare?

23.Dacaz=

* - -
,cux,y e Q,,sd se demonstreze cd:

JX'+yP+z27 Q.
24. Fie a, b € R cu proprietatea ca a + b > 0. Atunci:
a+bY < a +a’b+ab’ +b’
2 ) 4 '

X+

25. Sé se determine numarul real a, astfel incat polinomul:
Px)=x+x"+x2+ X +x'+a
s fie divizibil cu polinomul Q(x) =x* + x* +x + 1.
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26. Se da multimea M = {1, 2, 3, ..., 100}. Se pot scoate elemente din aceastd multi-
me, astfel incat suma lor si fie 1985, iar produsul lor si se divida cu 10**?

27. Sa se stabileasca semnul numarului:

N=4+15 —\J4-15 -22.

28. Sa se demonstreze ca numarul:
N: 52)1+1 . 2n+2 + 3;1+2 A 2)1+1 (l’l = N)

este divizibil cu 19.
29. Sa se arate ca numarul 4 =72 - 3"— 49, n e N, este divizibil prin 980.

30. Sa se demonstreze ca 111111991 se divide prin 1111990, indicii fiind baze de nume-
ratie.

31. Sa se demonstreze ca numarul:
N=1997 - 1990%° + 6
este divizibil prin 1991.

32. Sa se arate ca numarul:
N=2-4"1+3"_22.3"
este divizibil prin 13.

33. Sa se arate ca:
36" +12-6" +32
5-6" +40
unde 2N este multimea numerelor pare.

€ 2N (n € N),

~ ~ . * .
34. Sa se arate ca pentru orice n € N, fractiile:

2n+1 6n+3
222 +1§iB=24 +1
27" — 2" —1

se simplifica cu 3.
35. Daca p este un numar prim diferit de 3, atunci una din expresiile:
Ei=p*-3p*+2siE,=p>-3p*+4

este divizibila cu 9.

36. Un numar Tmpartit la 7 da un cét care este cu 125 mai mic decat numarul initial si
un rest care este egal cu sfertul catului. Sa se afle acel numar.

37. Sa se gaseascd baza unui sistem de numeratie in care numarul 856 din sistemul
zecimal se va scrie 31120.
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38. Sa se arate ca suma si diferenta patratelor oricaror doud numere naturale consecu-
tive nu e divizibila cu 1000.

39. Sa se demonstreze ca pentru orice n € N:
E;=2"?+ 3> este divizibil prin 7;
E> =3""%+ 4! este divizibil prin 13;
E;=4"" 4 52 este divizibil prin 21.

40. Sa se demonstreze cé expresia:
a -5 -6a a*+a’
= +
15 3
este un numar intreg, divizibil la 8, pentru orice a € Z.

41. Fie 0 < a < b si 2a® + 2b* = Sab. Si se afle valoarea raportului ar
a—

42. Si se arate ci 1985* + 1985% + 1, n € N, este un numér compus.

43. Si se arate ci pentru niciun numir natural n numirul n* + 7n + 13 nu poate fi divi-
zibil cu n + 3. La fel n* + 7n + 14.

44. Sa se demonstreze ca suma cuburilor a cinci numere naturale consecutive se divide
la 5.

45. Sa se demonstreze ca impartind la 8 patratul oricarui numaér impar, obtinem un rest
egal cu unitatea.

46. Daca p este un numar prim, p > 3, atunci numarul p + 1 nu poate fi patrat perfect.

47. Sa se demonstreze ca, folosind doua vase, unul de 6 £ si altul de 9 £ capacitate, nu
pot fi masurati 5 € de apa.

48. Sa se arate ca daca din produsul a patru numere consecutive se scade dublul pro-
dus al numerelor extreme se obtine patratul produsului numerelor extreme.

49. Sa se demonstreze cd suma cuburilor a trei numere consecutive este totdeauna un
multiplu de 3.

50. Sa se arate ci pentru orice 1, p, ¢ € N*, numarul:
M=mn+3p+39n-1)n+1)
se divide prin 3.

51. Si se demonstreze ci oricare ar fi n € N, expresia E = n® + 5n este divizibila prin 6.
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52. Sa se arate ca numarul P(x) = x° — 5x* + 4x?, x € N se divide cu 360.
53. Dacdan € N, si se arate ca n> + 1 nu se divide prin 7.

54. Sa se demonstreze ca, oricare ar fi m, n, p € N, fractia:
m*n + mn*
F=——
p t+p
nu este ireductibila.

55. Si se demonstreze c, oricare ar fi x, y € N, fractia:
2
X +5x+6
F(x,y) =

Xy+x+x +2xp+y° +y+xp°
nu poate fi ireductibila.

56. Sa se afle valoarea minima a fractiei:
x* —2x+1
X —2x+3

57. Fie fractia F'(n)= 3nt2
4n+1

, n natural. Sa se determine rn, astfel incat f(n) sa fie re-
ductibila.

58. Sa se aduca la forma cea mai simpla expresia:

5J7 +11x/35

NCES I
Pentru ce valori ale lui x expresia nu este definita?

E:

59. Sa se arate ca expresiile:
Ei=ab(1 +a—by —(a®+b*)(1 +a—b)+absi
Ey=ab(1 —a+ by’ —(a®+b*)(1 —a+b)+ab
sunt divizibile prin (a — b)*.

60. a) Si se arate ci E = (na + b+ ¢)(a + nb + c)(a + b + nc) — (n — 1)’abe este divizi-
bildicua+b+c.
b) Sa se afle catul.

61. Fie m, n (m, n # 0) doud numere intregi consecutive. Si se arate ca m* + m* + 1 si
n*+ n* + 1 nu sunt relativ prime intre ele.

62. Sa se demonstreze ca:
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63. Sa se arate ca:

\/§+\/ﬁ+ 32+\/ﬁ:\/72—2;
V18 —/8 =/50 —/32 = /200 V162 = /2.

64. Sa se calculeze:

1 1 1
E_\E(\/E+1)+\/€(\B+ﬁ)+\/§(x/z+\/§)'

65. Sa se demonstreze ca:

N 1 *
£+£+\/E+ + n(n+)<£}’lEN.

3 5 7 7 2n+l 27

66. Fie a, b, c € R, cuabc =1 si ab— a — 1 # 0. Atunci urmatoarea expresie este bine
definita si se cere sa se aducd la o formd mai simpla:
ac b 1

E= - = .
ac+c—1 bec—-b+1 ab—-a-1

67. Sa se arate ca numarul a = %/ 54 +304/3 + %/ 54 —304/3 este rational.

68. Se considera numerele:

x=3414144109 +341-144109; y =7+ 5v2 +37-52 .

Sa se calculeze (x —y)", n € N.

69. a) Scrieti numerele naturale 13 si 31 ca diferenta de patrate. Sa se generalizeze
pentru orice numar impar.
b) Sa se calculeze suma:
S=1+3+5+...+1993.

70. a) Sa se arate ca oricare ar fi a, b € R, altfel incat a — b = 2, atunci:
a’>—b*> =8 + 6ab.
b) Folosind a), sa se rezolve ecuatia /5 +x —/x—3 =2, unde x € R.
71. Daca a, b, c reprezinta lungimile laturilor unui triunghi, sa se afle x, y, z din sistemul:
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x(y+2) _ y(z+x) b z(x+y) e
X+y+z x+y+z x+y+z

72. Fie x1, x2, ..., X» € R cu proprietatea:
, (X, et x,)

=

XX X
n

Sdasededucadeaicicixi =x2=... =X,

[3x+1}
=x+1,
2

unde [x] reprezinta partea intreaga a numarului real x.

73. Sa se rezolve ecuatia:

74. Sa se rezolve ecuatia:
[¥’] = [,

unde [x] este partea intreagd a numarului real x.

75. Sa se rezolve ecuatia:
o) = )

unde {x} este partea fractionara a lui x.
76. Si se rezolve inecuatia:
[x] - {x} <x—1,

unde [x] si {x} sunt partea intreaga, respectiv partea fractionara a numarului real x.

77. Se dau multimile:

Az{xe(@

3a+1 4bh +1
= , EN ’BZ e = ,bEN .
a5 } {y Q‘y 3b—4 }

Sa se determine 4 N B.

78. a) Fie n € N, n > 3. Sa se arate ca are loc inegalitatea:
(" —-1)>9(3"%-1).
b) Sa se rezolve In multimea numerelor naturale ecuatia:
X +9=x"+3"

79. Determinati numerele a, b, ¢, d € R care satisfac simultan inegalittile.
atb+tc=26a+tbtd<5a+tctd<l;b+tc+d<3;d>0.
Liviu Parsan

80. Sa se determine tripletele de numere naturale x, y, z care verificd simultan relatiile:
x=2z>21;y—z<1;2y—z2>1.
81. Fie numerele a, b, ¢, d, astfel incat:

96



0<a<b<c<dsia+tb+tc+d=4.
Sa se afle cea mai mare valoare pe care o poate lua fiecare din variabilele a, b, ¢, d.
Kvant

82.Fie a, b, c € R. Si se arate ca:
a+b*+c’

min{(a — b)z, (a— c)z, (b- c)z} < 5

83. Fie functia /: N — N si suma S, (n) = Z[ f(k+1)— f(k)]. Plecand de la identita-
k=1

tea:

Sr(m)=f(n+1)-f(1),
sa se calculeze Sy(n) in cazurile:

fn)=nsif(n)=n
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RATIONAMENTUL IN MATEMATICA.
PRINCIPII SI METODE

1. Structura rationamentului matematic

In matematici avem de-a face cu propozitii. O propozitie care afirma ceva este
compusa din trei parti: ipoteza sau ceea ce se da, concluzia sau ceea ce trebuie sa de-
monstram si implicatia sau metoda de demonstrare. Asadar, avem urmatoarea schema:

(Ipotezad) implicatie  (concluzie)

A = B

sau simbolic: ,, A = B”. Formularea se face de reguld la modul conditional:

»Dacd A este adevarata, atunci si B este adevarata”.

Este firesc sd gandim ca plecand de la o ipoteza corectd, printr-un rationament co-
rect, sd ajungem la o concluzie adevarata. Dar aceasta este oare singura posibilitate?

Daca notam prin A o afirmatie adevarata si prin F una falsa, atunci putem vorbi de
urmatoarele patru posibilitati:

1. A = A (,,adevdrat” implica ,,adevarat”)

2. A = F (,,adevarat” implica ,,fals”)

3. F = A (,,fals” implica ,,adevarat”)

4. F = F (,,fals” implica ,,fals”).

In cazul unui rationament corect, numai trei dintre acestea se pot intimpla: 1, 3 si
4. Asadar, A = F nu are loc in nicio imprejurare. Putem afirma cé ,,adevérul” implica
numai ,,adevar”, in timp ce ,,falsul” poate implica orice!

Intr-adevar, sa luam propozitia: ,,—1=1=0=2".

Ipoteza ,.—1 = 1 este falsd si ea implica, prin operatia corecta de a aduna +1 la am-
bii membri, o concluzie falsa.

In acelasi timp, ,,—1 = 1 = 1 = 1” prin operatia de ridicare la patrat (F = A).

Avand in vedere aceste consideratii logice, vom folosi calea corectda A = A, prin
care, plecand de la ipoteze adevarate sa ajungem numai la concluzii adevarate.

2. Teorema directa, teorema reciproca, teorema contrara

Daca vom considera propozitia ,,A = B”, atunci propozitia ,,B = A” se va numi
reciproca celei dintai, care astfel devine propozitie directa. Daca propozitia directd
este adevaratd, acest lucru nu este obligatoriu si pentru propozitia reciprocd. Veridici-
tatea propozitiei reciproce trebuie controlatd de fiecare dati, ca si propozitia directa.

Daca intr-o afirmatie sunt adevérate atat propozitia directa ,,A = B”, cét si propo-
zitia reciprocd ,,B = A”, spunem cd ipoteza si concluzia sunt echivalente logic (ceea
ce Inseamna ca sunt simultan false sau adevarate) si scriem ,,A << B”. Invers, o ,,echi-
valentd” se descompune 1n doud implicatii: ,,=" si ,,<=”, iar pentru a demonstra ca
doud afirmatii sunt echivalente, va trebui sd demonstram atét implicatia directd cat si
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reciproca. Enuntul unei echivalente ,,A <> B” se intdlneste adesea in variantele:

- afirmatia A este adevarata dacd §i numai dacd B este adevarata;

- conditia necesara si suficientd ca A sa fie adevarata este ca B si fie adevarata.

Implicatia ,,A = B” se mai numeste necesitatea conditiei. Implicatia reciproca ,,B
= A” se mai numeste suficienta conditiei.

Sé ludm cateva exemple:

1. Sa ne amintim definitia paralelogramului. Astfel, vom spune ca un patrulater cu
laturile opuse paralele este paralelogram. Sa notdm aceasta afirmatie prin A. De ase-
menea, sa notdm prin B proprietatea acelor patrulatere care au laturile opuse congruen-
te, prin C proprietatea acelor patrulatere ale caror diagonale se taie in parti egale. Se
poate demonstra pentru inceput ca:

A < B,adici (A=BsiB=A).

Astfel, implicatia A = B spune ca: Daca un patrulater este paralelogram, atunci la-
turile sale opuse sunt congruente sau, altfel spus, ,,0 conditie necesard ca un patrulater
sa fie paralelogram este ca laturile sale opuse sa fie congruente”. Acest fapt inseamna
ca dacd un patrulater este paralelogram, atunci este obligatoriu (sau rezulta cu necesi-
tate!) ca laturile sale opuse sa fie congruente.

Implicatia B = A afirma ca: ,,Dacé intr-un patrulater laturile sale opuse sunt con-
gruente, atunci patrulaterul este paralelogram” (ceea ce Inseamna ca are laturile opuse
paralele). Faptul cd un patrulater are laturile opuse congruente constituie o conditie
suficientd ca patrulaterul sa fie paralelogram.

Echivalenta care reuneste cele doud implicatii se va putea formula astfel:

,,Un patrulater este paralelogram daca si numai dacd are laturile opuse congruente”
sau:

,O conditie necesara si suficientd ca un patrulater sa fie paralelogram este sa aiba
laturile opuse congruente”.

(Am spus ,,0 conditie...” deoarece 1n acest caz ca si in multe alte situatii se pot gasi
mai multe conditii necesare si suficiente).

Se poate demonstra usor ca si conditia C (proprietatea patrulaterelor ale caror dia-
gonale se intersecteaza in parti egale) este echivalenta cu oricare din afirmatiile A sau
B. Putem scrie:

A< BB CsiCeA.

Acest lucru mai poate fi scris si astfel:

A <‘,::>B

oy

C
Aceste trei echivalente care presupun 6 implicatii, deci 6 demonstratii, pot reduce
numarul demonstratiilor la 3 prin simplificarea schemei (1) si reducerea acesteia la
una din schemele (2) sau (3):
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AI::>B A<::IB

(2) sau (3)

5 €

(Este important ca ordinea sagetilor sa Inchida circuitul logic!)

Avand 1n vedere ca putem continua lantul echivalentelor la paralelogram, de exem-
plu, daca notam prin D acele patrulatere care au unghiurile opuse congruente, prin E —
patrulaterele care au proprietatea ca au o pereche de laturi opuse paralele si congruen-
te, etc., atunci putem continua schema logica astfel:

AcBe Cse De Eete,
care se poate demonstra printr-o schema de tipul:

Daca vom constata ca un patrulater are o proprietate F si aceasta este echivalenta
cu una (oricare!) din afirmatiile A, B, C, D, E, atunci ea devine automat echivalenta cu
celelalte.

Sa luam, spre exemplu, drept proprietate F patru-
laterele care au proprietatea centrului de simetrie.
Vom spune cd patrulaterul convex MNPQ ale carui
diagonale se intersecteaza in O, are proprietatea F (a R
centrului de simetrie), daca orice dreaptd dusa prin O
este tdiata de laturile opuse in segmente congruente 0 o N
(conform fig. 1, (OR) = (0S)).

In particular, vom spune ci paralelogramul are
aceastd proprietate. S& ardtam cd patrulaterele care Fig. 1 S
au proprietatea F au si proprietatea D si reciproc. P
Pentru aceasta este suficient sa arataim ca F < C, de
unde, tinand cont de schema (4), va rezulta si F < D.

Sa demonstram mai ntai suficienta conditiei, urméand schema logicd de mai jos.
Mai precis, avem de demonstrat implicatia C <> F, adica, daca intr-un patrulater dia-
gonalele se taie in parti egale, el are si proprietatea F a centrului de simetrie, acest lu-
cru realizdndu-se cel mai simplu dupa schema logicd: C = A = F, adica un patrulater
ale carui diagonale se intersecteaza in parti egale rezulta paralelogram, si fiind parale-
logram are proprietatea F a centrului de simetrie.

M
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Sa trecem acum la demonstrarea necesitatii conditiei, adicd - —————
avem de demonstrat implicatia F = C. Ori acest lucru este ime-
diat, dacd observam ca proprietatea C este un caz particular al
lui F. Intr-adevir, proprictatea F afirma ca orice dreaptd dusi

prin punctul O de intersectie al diagonalelor patrulaterului F
MNPQ (fig. 1) este intersectata de laturile opuse In segmente
congruente.

Daca luam ca drepte chiar diagonalele, va rezulta ca acestea se taie in parti egale,
deci s-a demonstrat cd F = C. Schema logica alaturata aratd ca F < C.

3. Teorema contrara. Metoda reducerii la absurd (R.A.)

Sa notam prin A contrara afirmatiei A. De exemplu, daca prin A intelegem faptul
cd triunghiul MNP este isoscel, atunci A inseamna faptul ca triunghiul MNP nu este
isoscel.

Mai general, daca prin A intelegem cé o figurd geometricd sau o multime are pro-
prietatea (P), prin A vom nota faptul ca figura sau multimea respectiva nu are propri-
etatea (P).

Data fiind o propozitie de tipul A = B, numita propozitie directd, acesteia i se pot
atasa alte trei tipuri de propozitii: reciproca directei, contrara reciprocei $i contrara
directei. Avem urmatoarele variante:

a) A = B (propozitie directd);

b) B = A (propozitie reciprocd);

¢) A= B (propozitia contrara directei);

d) B= A (propozitia contrara reciprocei).

Intre aceste patru propozitii inrudite existi o strdnsi legiturd logica. Astfel,
A = B este echivalenti logic cu B= A si B = A este echivalentd cu A= B. Vom
avea astfel urmatoarele formule logice remarcabile:

(A=B)< (B=A)()
(B=A)< (A=B)(B)

intr-adevar, si aritim mai intdi c¢i (A = B) < (B= A ). Daci prin absurd,
B= A (adici B nu implici A , sau din faptul ci B are loc, nu rezulti ca are loc si
A), nu raméne decét posibilitatea ca B= A (o a treia posibilitate neputand exista!).
Dar, conform ipotezei, A = B. Am ajuns astfel la concluzia ca sunt simultan adevara-
te si B si B, fapt contradictoriu (deoarece o multime nu poate in acelasi timp sa aiba
si sa nu aiba proprietatea (P), ca de exemplu, un triunghi sa fie si s nu fie in acelasi
timp isoscel), conform principiului a treia posibilitate este exclusa!

In mod asemanator se demonstreaza si implicatia:

(B=A)= (A= B).

Tot asa se demonstreaza si echivalenta logica ().

Aceste relatii (echivalente logice), (o) si (B) sunt deosebit de utile in intelegerea si
desfasurarea rationamentului matematic riguros. Ele constituie o mostenire de nepretu-
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it a gandirii si creatiei matematice a vechilor greci de acum 2500 de ani si sunt cunos-
cute si utilizate frecvent, fiind un instrument matematic deosebit de puternic, sub de-
numirea de metoda reducerii la absurd (R.A.).

Aceastd metoda s-a dovedit a fi unul din cele mai eficiente si subtile rationamente
ale gandirii abstracte.

Vom arata acest lucru, ceva mai incolo, printr-o serie de exemple.

4. Despre negatie

Am vazut deja ce Inseamnd sa negdm o afirmatie In matematica. Astfel, a nega
afirmatiile: ,, Triunghiul ABC este isoscel”, ,,x <y”, ,,x <y”, ,,unghiul xOy este ascutit”,
etc. Tnseamnd a formula urmatoarele enunturi corespunzatoare: ,,Triunghiul ABC nu
este isoscel”, ,,x > y”, ,x >y”, ,junghiul xOy este drept sau obtuz”.

Practic, a nega o afirmatie acolo unde avem de-a face cu cuantificatorii V (oricare)
si 3 (existd), la negare acestia se transforma unul in celalalt (oricare in exista si in-
vers!), iar proprietatea enuntatd (P) devine contrara acesteia.

Sa ludm cateva exemple.

1) Multimea A este formata numai din numere pare. S-ar parea cd negarea lui A in-
seamnd cd vom avea de-a face numai cu numere ne-pare, deci impare, dar acest lucru
este inexact!

Ca sd ne dam seama cum stau lucrurile, sa reformuldm enuntul multimii A. Astfel,
vom putea spune cd multimea A este formatd numai din numere pare, sau cé orice
element al multimii A este par. Atunci, prin A vom intelege ca existd elemente din
multime care nu sunt pare si deci nu faptul ca toate elementele acesteia ar fi impare!

2) Dacé propozitia A afirma cd in orice triunghi dreptunghic are loc o anumita pro-
prietate (P) si nimeni si nimic nu ne asigurd ca acea proprietate (P) este specifica nu-
mai triunghiurilor dreptunghice, atunci prin A trebuie si intelegem ci pot exista
triunghiuri nedreptunghice care s nu aiba proprietatea (P).

5. Probleme cu... teoreme reciproce

La acest alineat vom da o serie de exercitii, care sunt aplicatii la cele trecute in re-
vistd mai sus. Sa le urmarim cu atentie.

5.1. Reciproca teoremei unghiurilor opuse la varf

Enung: Daca doud unghiuri congruente care au varful comun, doua laturi sunt in
prelungire, iar celelalte doud sunt de o parte si de alta a laturii comune, atunci ele sunt
unghiuri opuse la varf.

Demonstratie. (Prin metoda reducerii la absurd. R.A.)

Fie unghiurile «40x = «BOy, (Ox si (Oy in
prelungire si sa presupunem ca (OA4 si (OB nu
sunt in prelungire. Construim (OA' prelungirea
lui (04 (vezi fig. 2). Unghiurile A0x si «A4'Oy
sunt opuse la varf, deci congruente. Urmeaza ca
unghiurile 4'Oy si BOy sunt congruente, ceea ce
nu se poate decat daca semidreptele (OB si (OA4’
coincid.
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5.2. Reciproca teoremei liniei mijlocii a trapezului
Enuny. Fie patrulaterul convex ABCD, E, F mijloacele laturilor opuse [AD] si

AB+CD . .
[BC]. Daca EF = %C ,atunci AB||CD , adica ABCD este trapez.

Demonstratie (prin reducere la absurd):
Sa presupunem ca 4B si CD nu sunt para-
lele.
Fie G mijlocul diagonalei [BD]. In triun- E

ghiul ABD, [EG] este linie mijlocie, deci

A

EG || 4B si EG:%-AB. D

Analog, [FFG] este linie mijlocie in triun-
ghiul BDC. Urmeazda ca GF|DC si Fig. 3 C

GF = %-DC . Asadar, avem:

EF:@:EG+FG>EF.

Contradictie! Aceastd contradictie provine din presupunerea cd AB || CD, care se
dovedeste a fi falsa. De aici rezultd ca AB||CD .

5.3. O proprietate a medianei unui triunghi

Se stie ca intr-un triunghi dreptunghic, mediana care uneste varful unghiului drept
cu mijlocul ipotenuzei este jumaitate din ipotenuza.

Problema care se pune este daca reciproca este adevarata si apoi ce se intdmpla in
cazul cand unghiul din al carui varf pleaca mediana este obtuz sau ascutit. Mai precis,
vom formula urmatoarea teorema: A

Teorema: Fie ABC un triunghi si D mijlocul
laturii [BC]. Atunci:

a) AD = B—2C < m(x4) = 90°.

b) AD < %  m(«d) > 90°.
¢) AD > B—2C & m(«A) < 90°,

Fig. 3 E
Demonstratie: g

Sa demonstram mai Intdi implicatia ,,<=” din a) sau reciproca propozitiei a) Fie
ABC un triunghi dreptunghic si D mijlocul ipotenuzei. Paralelele prin B la AC si prin
C la AB se intersecteaza in punctul £ formand astfel dreptunghiul ABCD. Se stie insa
cd intr-un dreptunghi diagonalele sunt congruente si se injumadtitesc. Asadar:

ADzl-AEzl-BC.
2 2
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. 1 .
Reciproc, dacd AD = E-BC, adica:

[AD]=[BD]=[DC], atunci triunghiurile
ABD si ADC sunt isoscele si
m(«ABD) = m(«BAD) = a., iar
m(«DAC) = m(<ACD) = B. PYAC P~c
Cum intr-un triunghi suma masurilor ) b
unghiurilor este de 180°, rezultd ca 2o +2p =180°, Fig. 5a

adica a + = m(«4) = 90°. Echivalenta de la punctul a) este demonstrata.
B A’
b) Sa presupunem acum ca AD < TC .

Luam pe semidreapta [DA segmentul [DA']

astfel incat [DA'] = [DB] = [DC]. Conform
echivalentei de la punctul a), rezulta ca triun-

ghiul B4'C este dreptunghic. Atunci avem: B C
m(«BAD) > m(«BA'A) si D
m(«CAD) > m(«CA'A), deoarece unghiurile Fig. 5b

BAD si CAD sunt unghiuri exterioare pentru triunghiurile BAA' si respectiv CAA'. Vom
putea scrie:
m(«4) = m(«BAD) + m(«CAD) > m(«BA'A) + m(«CA'A) = 90°,
deci m(«4) > 90°.
Inainte de a demonstra reciproca de la punctul b), vom demonstra implicatiile di-
recte de la punctul c). 4

. B
Fie, asadar, AD >TC. Luam pe segmentul [AD]

punctul A" astfel incat [4'D] = [DB] = [DC]. Triunghi-
ul A'BC este dreptunghic datoritd punctului a). Atunci
putem scrie:
90° =m(«BA4'C) = m(«BA'D) + m(«CA'D) >
>m(«BAA") + m(«CAA") = m(«BAC). B c

Astfel, am aratat ca . D
Fig. 6

AD > B—ZC = m(«A4) < 90°.

Réaman de stabilit reciprocele de la punctele b) si ¢). Reciproca de la punctul b) ar

BC
insemna sa ardtdm ca: ,,m(«4) > 90° = 4D < 7”.

Vom folosi echivalenta (A = B) < (B= A)).

.. BC . ) BC ,, . )
Contrara afirmatiei ,, AD < T” inseamna afirmatia ,, 4D > T”’ 1ar contrara lui

»m(£A4) > 90°” Inseamna ,,m(«A4) < 90°”. Asadar avem echivalenta:
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((m((A) >90°) = (AD < %D = (AD > %) = (m(x4) <90°).

1 b/
Deci in loc sda demonstram propozitia /, vom demonstra propozitia /1.

Dar 4D > % inseamna doud cazuri.
5 BC . . <
Daca AD = - atunci, conform punctului a) rezulta m(«4) = 90°.

Daca 4D > BTC , atunci, conform punctului b) rezulta m(«4) < 90°.
In mod analog, vom demonstra reciproca de la punctul c).

((m({A) <90°) = (AD > %D = [AD < %} = (m(x4) 290°).

Dar 4D = % = m(«A4) = 90°, conform punctului a), iar 4D < B—ZC = m(«4) > 90°,

conform punctului b).
Teorema este complet demonstrata.

5.4. Caracterizarea unui triunghi
Fie ABC un triunghi, iar a, b, ¢ lungimile laturilor. Atunci avem:

a) a’ <b>+c” & m(x4) <90°. A
b) a’> =b" + ¢’ < m(«4) = 90°.
¢) a’ >b” +c* < m(x4) > 90°.
Demonstratie: Pasul 1. Inscriem A4BC intr-un
semicerc de diametru 2R =a=BC. Fie AD 1 BC
B UC

sifie 4" € (DA, A' exterior cercului (v. fig. 7a).

Atunci avem m(«BA'C) < 90°. De asemenea, in
AA'CA, A'C =b'> b = AC, pentru ca [4'C] se opu-
ne unghiului obtuz 4’4AC. Analog, in AA'BA avem:
A'B =c'">c = AB. Deci

a’*=b>+c* <b? +c"”.

Prin urmare, am demonstrat implicatia ,,<<” din
a), desigur in A4'BC.

Pasul 2. Acum vom demonstra implicatia ,,<=”
din c).

é | \Q\
Fie A" € (DA). Atunci avem: B UC

m(«CA"B) = m(«CA"D) + m(«BA"D) >
>m(«CAA") + m(«BAA") = 90°.
Prin urmare, folosindu-ne de relatiile evidente
A"B=c"<c=A4B,iInA4"BA,51A"C =b"<b = AC,



in AA"CA, avem: b"? +c"* <b’ +¢* =a’ si astfel implicatia ,,<<” din ¢) este demon-
strata.

Pasul 3. Acum vom demonstra implicatia ,,=” din a).

Presupunem prin absurd cd implicatia

a) ,,a’ <b>+c”” = ,m(«xA) < 90°” nu ar fi adevirati. Contrara acestei implicatii
revine la a presupune ca este adevarata propozitia:

m(<A) > 90" = a® > b7 + 37,

Avem de analizat doud cazuri:

Cazul 1. ,m(¥4) = 90°” = ,,a* > b* + ¢*” si tocmai am demonstrat ci ,,m(<4) =
=90°" =, .a* = b* + ¢*”, deci este adevirat.

Cazul 2. ,m(«4) > 90°” = ,a> > b* + ¢*”, ceea ce tocmai am demonstrat ci este
adevarat.

5.4. Un triunghi echilateral si un patrat

Fie patratul ABCD. Din D si C ducem semidreptele [DE si [CE care formeaza cu
baza [DC] unghiuri de 15°. Sa se demonstreze ca triunghiul ABE este echilateral.

Demonstratie: Pentru demonstratie vom folosi A B
metoda reducerii la absurd. Asadar, sd presupu-
nem ca triunghiul ABE nu este echilateral. Fie £’
varful triunghiului echilateral AE'B de baza [AB].
Triunghiul 4E'D este isoscel de baza [DE'| cu
m(«DAE") = 30°. Atunci m(«¥4ADE) = 75°. Rezul-
td cd m(«E'DC) = 15°. Contradictie, deoarece si
m(«EDC) = 15°. Acest lucru aratd cad in mod E
necesar punctele £ si £’ coincid, ceea ce demon-
streaza ca triunghiul ABE este echilateral.

E
D C
Fig. 8

5.5. Reciproca teoremei ingltimii

Dupa cum stim, teorema inaltimii afirma ca intr-un triunghi dreptunghic are loc re-
latia:

AD? =BD-DC (%), A

unde AD este inaltimea coboratd din varful un-
ghiului drept 4 pe ipotenuza.

Problema care se pune este de a formula reci-
proca: dacd intr-un triunghi are loc relatia (*),
rezultd ca triunghiul ABC este dreptunghic?

Acest lucru este posibil astfel: C
Teorema reciprocd. Daca intr-un triunghi 4ABC, D
cu indltimea AD are loc relatia AD* =BD-DC, Fig.9

atunci triunghiul este dreptunghic.

A . . . AD DC . .
Demonstratie: Intr-adevar, relatia (*) se mai scrie 3D 4D si conform celui de-
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al doilea criteriu de asemanare, rezultd cd AABD ~ AADC, iar de aici m(«BAD) =
= m(«¥ACD) si m(x4BD) = m(«xDAC). Dar cum m(«4BD) + m(«ACD) = 90° =
= m(«BAC) =90°.

5.6. Reciproca teoremei catetei

Este binecunoscuta si teorema catetei, care afirma cé intr-un triunghi dreptunghic
ABC, cu m(«4) = 90° si AD inéltime, au loc relatiile:

AB*=BD-BC si AC*=CD-BC (*¥)

corespunzatoare fiecarei catete in parte. S& formuladm reciproca astfel:

Teorema reciprocd. Daca intr-un triunghi ABC cu indltimea AD are loc una din ce-
le doua relatii (**), atunci triunghiul este dreptunghic.

Demonstratie: Intr-adevir, si presupunem ci are loc relatia AB*> = BD-BC, care

se mai scrie ;—g = i—g, asadar AABD ~ AABC (criteriul 2 de asemanare). De aici re-

zultd cd m(«BAD) = m(«xACB) si m(«ABD) = m(«xDAC). Dar m(«x4BD) + m(+xACB) =
=90°, iar de aici rezultd cd m(«BAC) = m(«BAD) + m(«DAC) = 90°, q.e.d.

Observatie. Sa constatdm ca se mai poate formula o reciproca a teoremei catetei si
anume:

Reciproca 2. Dacad intr-un triunghi drept-
unghic ABC, cu m(«4) = 90° si pentru un punct
D e (BC) are loc relatia AB*> =BD-BC , atunci
AD este inaltime.

Demonstratia se poate face imediat prin me-
toda reducerii la absurd (R.A.): Sa presupunem
cd AD nu este inaltime, deci AD L BC . Ducem E D
inadltimea AE L BC . Conform teoremei directe, Fig. 10

are loc relatia: AB*> = BE - BC, care impreuni cu relatia din ipotezi ne di:
BD-BC =BE-BC, de unde rezulta ca BE=BD, cu D si E €(BC), de unde rezulta

caE=Dsi AD 1 BC.

A

Comentarii

1. A fost posibil sd se formuleze doua reciproce, deoarece ipoteza contine doua
conditii. Fixarea uneia poate implica pe cealaltd Tmpreund cu concluzia, care devine
astfel noua ipoteza.

2. Teorema 1naltimii nu are a doua reciproca. Intr-adevar, daca ar avea, formularea
ar fi urmatoarea:

,Dacd intr-un triunghi dreptunghic ABC, cu m(«4) = 90°, pentru un punct

D e (BC) are loc relatia AD* = BD-CD, atunci AD este iniltime”.
Asadar, trebuie vazut daca ipotezele ,,ABC triunghi dreptunghic” si relatia
., AD? = BD -CD” implici faptul ci ,,AD este iniltime”.
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Ridicdm in D perpendiculara care intersec- 4’
teaza prelungirea lui 4B in A’ si AC in H. Din
asemanarea triunghiurilor HDC si A'DB, obti-
_HD DC
"BD A'D

A'D-HD =BD-DC . (1)

Dar BD-DC =AD*> = AD*=A4'D-HD <
AD _HD _ \iDH ~ AdDA'= ? D ¢
A'D AD Fig. 11

= m(«44'D) = m(«DAH) = triunghiul ADC este isoscel si [AD]=[DC] si apoi

[4D]=[BD], adica D este mijlocul ipotenuzei [ BC]. Deci un astfel de punct D, dis-

tinct de E, exista si reciproca nu mai functioneaza.

nem

sau

Observatii

1. Relatia (1) poate fi privitd ca o generalizare a teoremei inaltimii intr-un triunghi
oarecare. Intr-adevar, dacd A'=A=H , relatia (1) devine: 4D*> =BD-DC , adica
tocmai teorema indltimii intr-un triunghi dreptunghic.

2. Se poate arata ca situatia in care punctul D este mijlocul laturii [ BC], este sin-
gura exceptie care invalideazd a doua reciproca a teoremei inaltimii. Dacd se pune
conditia ca D sa nu fie mijlocul lui [BC], atunci reciproca 2 devine adevarata.

5.7. Reciproca teoremei lui Pitagora
Celebra teorema a lui Pitagora este binecunoscutd in triunghiul dreptunghic si ea
afirma ca patratul ipotenuzei este egal cu suma patratelor catetelor. Sa vedem daca
functioneaza reciproca. Mai intéi sd o formulam.
Teoremd reciprocd. Dacd intr-un triunghi ABC, are loc relatia AB* + AC* = BC”,
atunci triunghiul este dreptunghic in A4.
Demonstratie: Intr-adevir, fie triunghi 4BC si A
AD 1 BC . In plus, stim ca:
AB* + AC* = BC? (2)
Relatia (2) o putem scrie astfel:
AB’ + AC* =(BD+DCYy <
< AB*+AC*=BD’+2-BD-DC+DC* < L
& AB'—BD*+ AC* —CD*=2-BD-DC. 57D
Dar, aplicand teorema lui Pitagora (directd) in
triunghiurile dreptunghice ABD si ADC, obtinem:
AB* — BD* = AD? si AC* —CD’ = AD” . De aici obtinem 2-AD* =2-BD-DC sau
AD*=BD-DC. (3)
Dar aceastd relatie arata, conform reciprocei teoremei 1naltimii, ca triunghiul 4ABC
este dreptunghic in 4.

a

Fig. 12
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8. Dreapta lui Simson

Teorema. Fie ABC un triunghi si @ cercul sdu circumscris. Daca M € @ este un
punct arbitrar pe cerc, atunci proiectiile P, Q, R ale punctului M pe laturile AB BC, CA
sunt coliniare. Dreapta respectiva se va numi dreapta lui Simson corespunzdtoare
punctului M.

Demonstratie. Sa constatam cd problema va fi re- A
zolvatd dacd vom ardta ca unghiurile BOP si ROC
sunt opuse la varf, ceea ce ar conduce la coliniarita-
tea punctelor P, O, R. Acest lucru se va face folosind
reciproca teoremei unghiurilor opuse la varf. Pentru
aceasta, sd urmarim unghiurile BOP si RQC. Patru-
laterele PBOM, MORC si ABMC sunt inscriptibile,

dupa cum usor se poate constata. Ca urmare, 0

m(«BOP) = m(«BMP), m(«RQOC) = m(«RMC). B C
Dar unghiurile BMP si RMC fac parte din triunghiu- PW
rile dreptunghice BMP si RMC si au complementele

«PBM, +RCM congruente, dat fiind ca patrulaterul M

ABMC este inscris in cercul @ (aceste unghiuri au Fig. 13

acelasi suplement, anume «4BM). De aici rezulta ca
m(«BOP) = m(xRQC) si problema este rezolvata.
Ne propunem acum problema existentei reciprocei.

Teorema. Fie ABC un triunghi, ‘@ cercul sau circumscris si M un punct in planul
triunghiului cu proprietatea ca proiectiile lui M pe laturi sunt coliniare. Atunci M € © .

Demonstratia este imediatd daca se observa ca in acest caz «+BOP = «RQC si cé pa-
trulaterele BOMP, MQORC sunt inscriptibile = «BMP = «RMC = «PBM = «ACM,
deci ABMC este inscriptibil, adicd M € C .

9. Teorema lui Pitot B

Fie patrulaterul circumscriptibil ABCD (laturile sale
sunt tangente la un cerc). Atunci are loc relatia:

AB+CD = AD+BC .

Demonstratie. Fie E, F, G, H punctele de tangenta
ale laturilor AB, BC, CD, DA cu cercul G . Au loc
egalititile: [AE]=[4H], [BE]=[BF], [DG]=[DH] 4
si [CG]=[CF]. Adunand aceste relatii, se obtine:

AE+BE+DG+CG = AH + BF + DH + CF

care nu este altceva decat AB+CD =AD+ BC .

Sa formulam teorema reciproca:

Fig. 14

Teorema reciproca:
Daca patrulaterul convex ABCD are proprietatea cd AB+CD = AD+ BC , atunci
patrulaterul este circumscriptibil. Atunci M € ©.
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Demonstratie (prin metoda reducerii la absurd). Sa
presupunem ca patrulaterul 4ABCD nu este circum-
scriptibil. Bisectoarele interioare ale unghiurilor 4 si B
se intersecteaza in O, care va fi egal departat de laturi-
le AD, AB si BC.

Fie ‘@ cercul cu centrul O, tangent in P, M, N la
laturile 4D, AB, BC. Sa presupunem ca latura DC este
exterioard cercului @ (cazul cand DC este secantd
cercului se trateaza similar). Ducem paralela EF la
DC, tangenta la cercul © . Fig. 15

Patrulaterul ABFE este circumscriptibil, deci are loc relatia 4B+ EF = AE + BF .
Dar relatia din ipoteza se va scrie:

AB+CD = AE+ED+ BF + FC .

Scédem cele doua relatii si obtinem:

DC — EF =ED + FC sau DC=ED + EF + FC, adica o linie pgjigonala are ace-
easi lungime cu segmentul care o inchide, contradictie. Urmeaza ca punctele D si E
coincid, F cu C si deci ABCD este circumscriptibil.

10. Unghiul format de coarda si tangenta

Unul din unghiurile importante in cerc este unghiul format de o coarda si tangentda,
punctul de contact cu cercul fiind chiar varful unghiului.

Se cunoaste masura acestui unghi (vezi fig. 16): T

m(4B) _ B

m(«7A4B) = m(«ACB),

unde C este un punct arbitrar pe cerc, iar unghiul ACB
fiind un unghi inscris in cerc, avand aceeasi masura ca

AN

si unghiul 74B, anume % din méasura arcului 4B).

Reciproca acestei proprietiti este adevaratd si C
este imediatd. Sa vedem cum poate fi utilizatd in pro-
bleme. .
Fig. 16

Fie ABC un triunghi si AT o semidreapta care formeaza cu AB unghiul TAB con-
gruent cu unghiul ACB. Atunci AT este tangenta la cerc in punctul A. Se constatd ca in
acest fel se obtine o noud metoda de a demonstra cd o dreaptd este tangentd la un
cerc.

11. O proprietate a dreptunghiului
Fie ABCD un dreptunghi. Sa se arate ca pentru orice punct din planul dreptunghiu-
lui are loc relatia:
MA* + MC* = MB* + MD* (1)
Reciproca este adevarata?
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Demonstratie. Fie O intersectia diagonalelor dreptunghiului. In triunghiul MAC,
MO este mediana. Relatia metricd a medianei 1n acest triunghi ne da:
2(MA* + MC*) - AC? 4 B
4 ' oM
Analog, in triunghiul MBD, MO este
mediana si avem:
2 2 2
2(MB* + MD*) - BD | b c
4 Fig. 17
Egaland si tindnd cont ca BD = AC, se obtine relatia (1).
Reciproca acestei propozitii, cum ar trebui formulata ?
Sa incercam astfel: Daca pentru orice punct M din plan are loc cdte o astfel de re-
latie de forma (1), atunci patrulaterul ABCD devine dreptunghi.
Demonstratie. Intr-adevir, si constatim cd de data aceasta ipoteza noastrd este
formata de fapt dintr-o infinitate de relatii de tipul (1). Este evident ca nu le vom utili-

za pe toate. Le vom extrage pe acelea absolut necesar. Pentru aceasta, sa luam niste
cazuri particulare.

MO* =

MO?* =

Fie M = A. Atunci relatia (1) devine: AC? = AB* + AD? 2)
Fie M = C. Atunci relatia (1) devine: CA’> =CB* +CD* 3)
Fie M = B. Atunci relatia (1) devine: BA® + BC* = BD? 4
si in fine, luAnd M = C, obtinem: CA> =CB* +CD”. &)
Egaland relatiile (2) si (3), se obtine: AB* + AD* = BC* + DC* . (6)
Egaland apoi relatiile (4) si (5), se obtine: ~ AB> + BC* = DA* + DC*. (7)

Adunand relatiile (6) cu (7), rezulta: 2AB*> =2DC* = AB = DC. Inlocuim in (6) si
obtinem ca: 4D = BC.

Pana acum rezulta ca patrulaterul ABCD este paralelogram. Inlocuim in (2):

AC* = AB* + AD”,

adica triunghiul ABC este dreptunghic in B, conform reciprocei teoremei lui Pitago-
ra. Dar un paralelogram cu un unghi drept este dreptunghi. Cu aceasta problema este
complet demonstrata.

Putem incheia aceastd problema, afirmand cé proprietatea acelor patrulatere ABCD
care pentru orice punct M din plan are loc relatia (1), este echivalentd cu definitia
dreptunghiului (sau ca este caracteristicd numai pentru dreptunghi).

Concluzii care se desprind:

1. Fiecarei propozitii importante este util sa-i controldm existenta si veridicitatea
reciprocei.

2. Sa stapanim si sa utilizam cu atentie echivalentele logice si metoda reducerii la
absurd.

3. Sa invatam sd negdm corect enuntul unei propozitii sau afirmatii.

4. Sa cautam si alte exemple similare.
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SOLUTII

ARITMETICA

1. Operatii cu numere intregi si zecimale. Ordinea efectuarii operatiilor.
Sisteme de numeratie

1. a) 420; b) 260; ¢) 132; d) 5; ) 7,5; ) 0,1; g) 1,7612; h) 110,01; 1) 1;j) 1; k) 0; 1) 1. 2. 69. 5. 25.

8.25+22.2+28:254+210:(4.25-22.23=23+23423+210:27-4.23=4.23-4.23=0.

694-69 625 5 5 . 72

9.0,069(4) = = = =—.Deci ———=—=14,4.
9000 9000 2°.3°.5° 72 0,0694) 5
10. 1959+ 11. Este evident ca vom avea: 46 x
4127 _ kE
6086 ** g
B
1*78
cum 1nsd 3 x 6 = 18 si 8 x 6 =48, avem situatiile: 4 6 x 4 6 x
* 8 * 8
3 6 8 3 6 8
% * % * * 1
1 * 7 8 1 * 7 8

dar acest lucru nu e posibil, deoarece 6* este un numar par, deci nu se poate termina in cifra 1.
Réamane ca: 4 6 x 4 6 x

* 3 * 3
1 3 8 1 3 8
* * * * % 4
1 * 78 = 1 * 7 8 =x=4,9

Se vede imediat ca cifra 9 nu convine. Ramane x = 4.

4 6 x
4 3
1 3 8
1 8 4
1 9 7 8

12. Expresia N| — N, ia valoarea maxima atunci cand N, ia cea mai mare valoare posibila si N,
ia cea mai mica valoare posibild, in conditiile problemei. Acest lucru se Intdmpla atunci cand
pentru N, avem pe prima coloana cifrele cele mai mari: 9, 8, 7 (indiferent de ordine), pe a doua
coloana cifrele cele mai mari din cele ramase: 6, 5, 4 si pe ultima coloana: 3, 2, 1. Pentru N,
situatia este inversa. Astfel, cele doua adunari arata astfel:

9 6 + +

(O NN e
DNk
AN |W N —
W N =
N[k~ N
I3 0 O

2
iar diferenta Ny — N, = 2556 — 774 = 17

si

(o]

2.
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13.z€ {0,1,2,3};x € {6,7,8,9}; v € {7, 6,5, 4}, deci numerele cautate vor fi: 6707; 7616;
8525 51 9434.
14. Se vede ca b = 5. Atunci Inmultirea arata astfel:

1 18 51

*

* W
* \O
* DN
W
* O
N O % NQ 0

c ¢ ¢ c c
cum ultima steluta trebuie sa fie 8§, rezultd ci @ =2 sau a =
a=7. Asadar:

]
[N

cand calculele, verificd numai

1 1 8 5 1

8
8
15. Aceste numere sunt: 17, 27, 37, 47, 57, 67, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 87, 97 in
total 18 numere.
16. Observam ca 18906 =2 -3 - 23 - 137 =137 - 138.
17. Avem 483 =21 - 23.
18. Fie a, b, c cele trei numere. Atunci a + b + ¢ = 60, b + ¢ = 2a, de unde: 3a = 60, a = 20 si
b+c=40.Apoib=c—a,b=c—-20,c=b+20,2b+20=40,b=10.
19. Fie numerele pare consecutive: 2n — 2, 2n, 2n + 2. Atunci 2n — 2) + 2n + (2n + 2) = 744,
6n =744, 2n = 248. Deci numerele vor fi: 246, 248, 250.
20.a) Fien,n+ 1,n+2, ..., n+9 cele 10 numere consecutive. Avem: n+ (n+ 1)+ (n +2) +
+...+m+9)=23510n+(1+2+3+..4+9)=235<10n+45=235<10n =190 &
< n =19. Asadar, numerele sunt: 19, 20, 21, ..., 28; b) in mod analog, numerele pare consecu-
tive vor fi: 2n, 2n +2,2n+4,2n + 6,2n + 8, 2n + 10, 2n + 12. Suma lor: 14n +42 =112 <
< 14n =70 = n=15. Deci numerele sunt: 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22.
21. S& observim mai intai cd 576 = 242 = (23 - 3)> = 26 - 32, Numarul perechilor cerute este
teoretic egal cu numarul divizorilor lui 576. Acesta este: (6 + 1)(2 + 1) =7 - 3 =21. Deci pere-
chile de solutii vor fi (avand in vedere cd nu facem distinctie intre perechile (a, b) si (b, a) cu
ab = 576): (1, 576); (2, 288); (4, 144); (8, 72); (16, 36); (32, 18); (64, 9); (3, 192); (6, 96);
(12, 48); (24, 24).
22.N=1-2-3-4-5-6-7-8-9+1.

o0 (N

9 25
9 6 2
8 8 8
7,70, 71

1042-6 _ 1036 _ 148,
7 7
24. Se stie ca a = bg + r, unde q este catul si r restul, deci a = 15b + 64 sau a — b = 14b + 64,
unde a — b este diferenta dintre deimpartit si impartitor si deci 1436 = 14b + 64, deci b =
_ 1436-64
14

25. Grupam termenii astfel: 1 +2 + ... + 1976 = (1 + 1976) + (2 + 1975) + ... + (988 + 989) =
= 1977 + ... + 1977 = 988 - 1977; atunci N = 1977 + 2 - 988 - 1977 = 1977(1 + 2 - 988) =
=1977(1 + 1976) = 1977°.

23. Notand cu x Impartitorul, avem x =

,b=98,a=1534.

a(100a+10a+a) 111-a> 37-3a° 3ad’ .. <
= = =—— . De aici se vede ca a
148 148 37-4 4

trebuie sa fie numar par. Decia =2, 4, 6, 8.

26. Numarul se poate scrie:
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27. a4-a6 +1=(10a +4)(10a + 6) + 1 = 100a> + 100a + 25 = [5(2a + 1)].
28. Avem: ab-ac =3906. Se vede imediat ¢ a = 6. Apoi b =2sic=3.

111, -1 3241 - 222, -2
29. Avem 0,1(11), =z 13 I3 HISHITL 1) 0 0,2022)s = 222424 2 peg
220, 2:3+2:3 2 330, 3
0,1(11 . .
9.1ab), = 3 . La fel se arata si cealalta egalitate.
0,2(22), 4
30. x = 400.

BLSi =1+ D)+l + 1)+ + (-1 +1)=0;8=(-1+2)+ (3+4)+(-5+6)+...+
+(=1991 +1992) = 1+1+1+..4+1=996; S = (-2 + 4) + (=6 + 8) + ... + (~1990 + 1992) =

996 ori

=2+2+4+..+2=996.
—_—

498 ori
32. (81,82, ..., 129}.
22p+1)—14+3(-1)" _4p+4
4 4
2:2p-14+3(-D)*" 4p—4
4 4

33. Avem doud cazuri: 1) n impar, n = 2p + 1, atunci: N =

=p+1eZ;2)npar,n=2p,atunci: N= =

=p-leZ

34.0=38.
6(10" —1) 210" —1)
9 3

factorul 2 intrd numai la puterea intai, 10! — 1 fiind impar; acest lucru ne arata ca numerele de
aceasta forma nu pot fi patrate perfecte.

36. abc =5-bc+a <> 100a+bc =5bc+a <> 100a = 4bc+a < 99a = 4bc < a = 4, bc = 99.
Deci abc = 499.

37. 4 =23183= (3361 = 2761 jar B =2305(22 -2 — 1) = 2305 = (25)0! = 32! i deci B > A.
Xyz2-xy  xyz2—xy 49 49.75 3675

35. Intr-adevar, N = 66...6 = 6(10"+ 10"+ ...+ 10+ 1) = , In care

= = > = ; urmeaza
9900 27.3°.5°.11 11-2°-3 9900 9900

38. Transformam: 0,x)(z2) =

deci sa reconstituim scaderea:

X y z 2-—  sauadunarea 36 7 5+
X y Xy
36 75 x y z 2
deunde seobservacay=7six=3,deci: 3 6 7 5+
3 7

3 71 2, deundez=1.

39. Vom putea scrie: x = y(x — 1), de unde se observa o prima solutie: x =y = 0. Daca x, y # 0,
vedem ca x — | este un divizor al lui x, lucru care nu se poate decat dacd x — 1 = 1, de unde
rezultd x = 2 si apoi y = 2.

40.Dinenunt: x +y=x=>y=x—x=(x— 1 x(x + 1);a) Daciy=0= (x — Dx(x + ) =0 =
=x e {-1,0,1}; b) y=(x — I)x(x + 1) este produsul a trei numere consecutive, deci divizibil
prin 3 si cum din acestea cel putin unul este par, rezulta ci y este divizibil prin 6.

41. Presupunem ca fiecare robinet ar avea debitul de 200 €/h; atunci intr-o ora vor curge 1800 ¢;
deci pentru umplerea bazinului ar mai fi necesara cantitatea de 176 £ care reprezintd suplimen-
tul de apa oferit de robinetele mai mari. Intrucét diferenta dintre debitele robinetelor este de
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244 — 200 =44 £ pe ord, atunci cei 176 litri vor curge 1n bazin prin 176 : 44 = 4 robinete. Avem

astfel 4 robinete de 244 £/h si 5 robinete de 200 ¢/h.

42. 10 sticle de 1 litru; 100 sticle de 1/2 litri; 400 sticle de 1/4 litri.

43. Daca x elevi au luat bilete de 7 lei si y de 13 lei, atunci 7x + 13y = 143 < 7x = 13(11 — ),

deci x este divizibil prin 13 =>x=13t(t e N) = 7- 13t=13(11 —-y) => 7t=11-y; Tt + y=11

=t=1sideciy=4,adicax=13,y=4.

44. Daca a si b sunt dimensiunile dreptunghiului, atunci 2a + 2b = 84, adica a + b = 42 si

(a+6)(b-6)=ab<=>b—6=a,deunde2b =48, b=24msia=42-24=18m.

45. Daca toate trei au impreuna 200 lei, iar ultimele doud 190 lei inseamna ca prima persoana

are 200 — 190 = 10 lei. in continuare, rezulti ca ultima va avea 200 — 110 = 90 lei. Asadar, a

doua va avea: 200 — 10 — 90 = 100 lei.

46. Fie x, y, z cele trei numere si # numarul care se scade din fiecare. Atuncix —u =15,y —u =

=132; z— u = 346. Adunand cele trei relatii obtinem: x + y + z=493 + 3u sau 1015 —3u =493 =
u:M =174. Deci: x— 174 =15=>x=189; y- 174 =132 = y =306; z — 174 =

=346 = z =520.

47. Daca toate timbrele ar fi fost de 3 lei bucata, atunci ele ar fi costat 14 - 3 = 42 lei. Diferenta

de 50 — 42 = § lei provine din diferenta de pret 5 — 3 = 2 lei. Deci au fost 8 : 2 = 4 timbre de

5 lei si 14 — 4 = 10 timbre de 3 lei.

2. Divizibilitatea numerelor. Numere prime. Descompunerea in factori.
C.M.M.D.C,, CM.M.M.C. a doua sau mai multe numere. Probleme

1. 150 si 42.

2. 150 5142 sau 1050 si 6.

4.1386=2-3%-7-11. Rezultd cd numarul mai mic contine ca factor pe 2 - 3, iar numarul mai
mare pe 11. Ceilalti divizori 3 - 7 sunt comuni. Rezultd ca cele doud numere cautate sunt:
2-3.-3.7=126si11-3-7=231.

5. Numarul poate fi scris: 1000a + 10056 + 10a + b = 101(10a + b). Trebuie ca 10a + b si fie
prim si cat mai mare. Cel mai mare numar prim de doua cifre este 97. R: 9797.

6. Dacd un numér N se descompune in factori primi astfel: N = p/ - p) - p5', atunci numérul
divizorilor sii va fi: n.d. = (oo + 1)(B + 1)(y + 1). Atunci: 72=23-3%, nd. =4 -3 =12; 100 =
=22.52nd.=3-3=9;315=32-5-7;nd.=3-2-2=12;1000=23- 5%, nd. =4 - 4= 16.
7. Numarul se descompune astfel: 18906 =2 - 3 - 23 - 137 = 138 - 137, deci cele doud numere
consecutive sunt: 137, 138.

8. Descompunem produsul lor in factori primi si obtinem: 793800 = 23 - 34 . 52. 72, Pe de alt
parte, conform enuntului, dacé x, y, z sunt cele trei numere avem: 5x = 7y = 9z = 4. Obtinem
5x-7y-9z=A%sau5-7 - 9(xyz) =43 adici 4°=23-93-7°.5% deunde: 4=2-9-7-5. Dar
Sx=T7y=9z=2-9-7-5Ssiobtinemx=2-9.-7=126;y=2-9-5=90;z=2-7-5=70.

9.0,5(6) = % Pe de alta parte, a = 500a,; b = 50056, cu (a;, b)) =1, deci a =500 - 17 = 8500

si b =30-500 = 15000.

10. a) Avem: n> —n = 1332 < n(n — 1) =36 - 37 < n=37;b) n(n + 1)(n + 2) = 5814 <
onn+)n+2)=17-18-19=>n=17,n+1=18;n+2=19.

11. Cel mai mic multiplu comun al numerelor 5, 6, 12, 15 este 60. Singurul numar, multiplu de
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60, cuprins intre 270 si 350 este 300. Deci la competitie au participat 300 elevi.

12. Fie abc un astfel de numar. Suma tuturor numerelor de aceastd formd va fi:

S = abc+ach+bac +bca+cab+cba =100a + 10b + ¢ + 100a + 10¢ + b + 1005 + 10a + ¢ +

+ 1006 + 10c + a+ 100c + 10a + b+ 100c + 10b + a =222(a+ b+ c)=2(a+ b+ c) - 111, care

este multiplu de 111.

13. Avema+b=455sia=b-15+23 saua+b=16b+ 23 < 455=16b + 23, de unde b =

_ 455-23
16

14. 30; 256.

15. Sa observam mai Intai c¢a 4851000 =2%-32.53.72.11$1210=2 -3 - 5 - 7. Daci cele doua

numere sunt « si b, iar d este cel mai mare divizor comun al lor, atunci: e =aid=a;-2-3-5-7,

b=bd=b-2-3-5-7,ab=a\b,-2>-3%-5*-7>= a;by=2-5 - 11. Pe de alti parte:

a_d_a 10 rezultd ab, =2 -5 - 11, 4 _10 pe care le inmultim si avem: &’ = 102,

b b-d b 11 b 11

a;=10.Decia=2%-3-5*-7sib=2-3-5-7-11.

16. Intr-adevar E = 10" — 1 + 18 = 99..9 +9 - 2 = multiplu de 9. 17. Avem: n — 2 | 81 si

nori

=27,a=428.

11-13- 17 =multiplude (n +2). Deaicirezultan 2=9=>n=11sin+2=13.
18. Avem (abcd +dcba)’ = (1000a + 1005 + 10c + d + 1000d + 100c + 1056 + a)*> = (1001a +

+ 1105 + 110c + 1001d)? = [11(91a + 10b + 10c + 91d)]* = multiplu de 112 = multiplu de 121.
19. Fie x si y cele doud numere. Atunci x? —3? = 1805 sau (x — y)(x +y) =5 - 192, Dar x = 19x,
y=191, (xi,y1) = 1. Deci (xi —y)xi+ty) =5 xi—y=Lxi+yi=5=>x1=3;y1=2.De
aicirezultax=3-19=57;y=2-19 =38.

20. Sa remarcam ca 3a + 5b + 17(5a + b) = 5(4a + b) = multiplu de 17, de unde rezulta ca
4a + b se divide cu 17.

21. abab —baba = 1000(a — b) + 100(b —a) + 10(a — b) + b —a = (a — b)(1000 — 100 + 10 — 1) =
=909(a - b).

22. Deoarece a" — 1 =(a— 1)@ +a"?+ ... +a+1),N=53"+53"+1=(4-13+1)" +
+@- 1B H1I=E- 13+ D) =1+ @13 +1)y—1+3=4-13(53""+53"2+  +1)+
+4-13(53""'+ ... + 1) + 3 = multiplu de 13 + 3. Asadar restul este 3.

23. Intr-adevar, N=5"(5+ 5+ 1) =31 - 5",

24, Intr-adevar, din relatia data deducem: 3b = 2(a + 2c), relatie care ne arati ci b este divizibil

3(b-2c)
2

prin 2. Fie b=2b", b’ € Z. Atunci N = 2b" - = 3b'(2b"'— 2¢) = 6b'(b’ — ¢), de unde se

observica N : 6.

25.N=6"+2".3".3+2".3".32=6"+6"-34+6"-9=6"(1+3+9)=6"- 13 =multiplu de 13.
26 Fiex=n—-1;y=mnz=n+1.Atuncixy =z+ 19 10n-1)+n=n+1+19 <
< 10n=30=n=3. Deci xyz =234=13-18.

27. Intr-adevar, 772 - 11" + 539 =72 7" . 11" - 11 + 539 = 539 - 7" + 539 = 539(7" - 11" + 1)
= multiplu de 539 - 2 = multiplu de 1078, deoarece 7" - 11" + 1 este numadr par, ca suma de
doua numele impare.

28. Suma cifrelor acestui numar este 9 si, in plus, £ este un numar par, deci £ se divide cu 18.
29, N =34 24 =020 _ 420 =g8110_16!°, Daci observim ci 81'°se termin in cifra 1, in timp
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ce numirul 16'° se termini in cifra 6, putem deduce ci numirul N se termina in cifra 5, deci va
fi divizibil prin 5.

30. Fie a numarul si g catul prin impartire la 72. Avem deci @ = 72¢ + 68 =3 - 24q + 68 =
=24(3¢q) +2 - 24 + 20 =24(3q + 2) + 20. Deci restul prin impartire la 24 va fi 20, iar catul 3¢ + 2.
31. Intr-adevir, dacd numerele sunt x, y, z, atunci: xy = 287, yz = 154 = . ﬁ = 7—41 in
yz 154 7.22
prima fractie se simplifica prin y, iar in ultima prin 7. Deciy =7, x =41, z = 22.

32. Relatia data se scrie astfel: 100c + 106 + a — 100a —— 10b — ¢ =297 sau 99(c — a) =297 =
= c—a =3, c=a+ 3. Deci perechea (a, c) poate lua valorile: (0, 3); (1, 4); (2, 5), ..., (6, 9),

care corespund numerelor: b3, 1b4, 2b5, 3b6, 4b7, 5b8, 6b9 . Dintre acestea, divizibil la 5 nu

poate fi decat 2b5 . Ca si fie divizibil si la 3, trebuie ca 2 + b + 5 = multiplu de 3, deci: b =2,
5, 8. Numerele cautate vor fi: 225, 255, 285.

33. Fie a si b doud numere. Avem a = b - 50 + 13, pe de alta parte: @ — 10b = 1173. De aici
1173 + 10b=50b+ 13 sau 1173 =40+ 13 < b = % =29. Atuncia = 1173 + 10b =
=1173 +290 = 1463.

34. Intr-adevir a° - b° = (ab)®. Pe de alti parte, numerele care la puterea a 5-a au patru cifre
sunt: 4° = 1024; 5° = 3125; 6° = 7776. Numirul cerut este 7776 = 6> =25 - 35,
35.N=n+4=nb+4n*+4 —4n* = (n* + 22 — 4n* = (n* — 2n* + 2)(n* + 2n* + 2). Intrucat
n* + 2n* +2 > 2, N nu poate fi prim decét dacd n* —2n> + 2 =%1. Darn* -2’ +2=1 <
& (2= 1)*=0 < n==1. In aceste cazuri N = 5. Cazul n* — 2n* + 2 =—1 nu convine.

36. Pentru ca numirul 2x sa fie divizibil prin 5, x trebuie sa fie 0 sau 5. Pentrux =0 =y €
€ {1,3,7,9},larpentrux=5=y e € {1,2,3,4,6,7, 8 9}. Asadar exista in total 12 fractii
ireductibile cu conditiile date.

37.N=(9-64+27-16)-3°-4°=16(3 - 4)°(36 +27) = 16(3 - 4)° - 63 = multiplu de 63.

3. Fractii ordinare. Compararea fractiilor. Operatii cu fractii. Fractii zecimale
finite si periodice. Probleme

17 55 1 9
l.c)l—;d)3—.2.a)x=—;b)x=5;¢)x=25.3.b) x==.4.a) 11; b) 250; ¢) 4; d) 5.
) > ) P ) 3 ) ) ) 2 ) ) ) 4; d)

3 .o 1 1 1 1 1 1
5.a)3;b) 2—;¢c) 10;d) 1; e) 1320. 8. 3. 10. Observam cd: — = ———; —=———;

80 1.2 1 223 2 3
SIS VA5 SO S S U S U0 U N 0 DU N U UM O
34 3 445 4 556 5 667 6 7 78 7 8 8 8
11.75.12. 3%.13.0. 14. x = 30. 15.x=%.16.%.17 1 18. x=-138

. . . 36 5n 56

19. a) Aducem la acelasi numitor si vom avea: 5<a<a & 36<5n<56=>ne€{8,9,

10, 11}; b) Inegalitatile se mai pot scrie: %<%<%<:> 72<Tn<87=ne{ll,12}.
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20. a) Aducem la acelasi numitor fractiile: % > x+l > 15 S21>x+1>15<20>x> 14,

35 35
decix e {15, 16, 17, 18, 19}; b)—<x_+1<§©7_ 21(x+1) _
5 77705 105 100

S 49<21lx<54sixe N=>x e &.

. %—% = %, deci % din drum reprezinta 8 km. Tot drumul va avea 8 - 6 =48 km.

<:>70<21x+21<75<:>

22. Avema_b:2<:>10a+b:2<:>9(a—_b)=lc>9(a—b)=7(a+b)c>2a= 166 <
ba 2  10b+a 2 1l(a+b) 11

<a=8 =a=8,b=1.Deci ab=81.

23. Se observaca 105=3-5-7,iar 3 +5+ 7 =15, deci fractiile sunt: %,%,%
. - 1 1 1 1
24, Ipoteza A < B este echivalenta cu: ——| l+—+..+—— |[<——| 1+ —+..+—— | &
1988 2 1988 ) 1987 2 1987
& 1987 1+l+...+; < 1988 1+l+...+; <:>1+l+...+L—w
2 1988 2 1987 2 1987 1988
= l+l ...+;+L > 0, evident. Deci ipoteza A < B este adevarata.

2 3 1987 1988

A . 1 A . 1 s 1

25. In prima zi a arat 5 + 5 ha. In ziua a doua i 2,5 ha. In ziua a treia 1 2,5 ha, care re-
. 1 .. . .

prezinta 25 ha sau Z din suprafatd reprezintd 27,5 ha. Deci suprafata totala este de 27,5 - 4 =

= 110 ha. Asadar, in ziua I brigada a arat 55 + 5 = 60 ha. A doua zi: % -25=275-25=
= 25 ha, iar in ziua a treia tot 25 ha.

. o . I . . .11 1 ..
26. Intr-adevar, diferenta dintre jumatatea sa si sfertul sdu reprezinta: 57172 din numar, iar
. . . L 11 1 .. . s iy . .
diferenta dintre treimea sa si sesimea sa: 3175 = s din numar. In acelasi timp, diferenta dintre

L . . .11 1 - o
sfertul sdu si sesimea sa reprezinta 24 de unitati, adica: 1% =5 din numar reprezintd 24,

adica numarul va fi: N=24 - 12 =288.
3

3 .. . . . .
27. Daca au strans gdln cantitate, aceasta reprezinta 3 70 = 3 - 14 =42 kg. Deci au mai

ramas: 70 — 42 = 28 kg.
28. Din enunt, trebuie ca: l < £ < l sau dacd aducem la acelasi numitor: ﬂ 15_a < ﬁ
6 112 5 N N N

unde N=2%-3.5.7. De aici rezulti a € {18, 19, 20, 21, 22}. Dintre acestea, singura fractie

>

ireductibila va fi: ﬁ
112
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29. Fie £ §i £ cele doua fractii. Avem a0 g ax+y) .1y Apoi Ty Ty
X0y x y 10 xy 10 y 2 y o2
:>7_a:£ < 35%a=11x;x=35;a=11;y=14.
2x 10

30. Fie d un divizor comun al numerelor 6n + 7 si 7n +2. Atunci6n +7=d - A; Tn+2=d - B,
de unde si 7d4 — 6dB = 7(6n + 7) — 6(7n + 2) = 49 — 12 = 37. Deci numerele pot admite ca

374-7 :6A_1+% _

divizor comun propriu numai pe 37. Din 6n + 7 = 374 rezulta: n =

=6(6p+1)— 1+ p=(am pus conditia 4 — 1 =6p, p € N)=37p + 5, p € N. In acest fel, fractia
6n+7 6(37p+5)+7 37(6p+1) 6p+1
Tn+2 137p+5+2 37(Tp+1) Tp+1

se simplificad prin 37 pentrun=37p +5,p € N;

31. a) in prima zi s-a arat % din toata suprafata. In ziua a II-a: i(l—i) _410_40 din

1 13) 113 143
lot. in ziua a Ill-a: 4 l—i—ﬂ :iﬂ = 40 din lot. Deci cantitdti egale in zilele II si
7 13 143) 7 143 143
I in zivaa IV-a: 1 — 3. 80 = 30 < 40 si 30 < 3 = 33 , deci in ziua a IV-a s-a arat cel
13 143 143 143 ~ 143 13 143
mai putin; b) [ - IV =6 ha = 3_30 :i reprezintd 6 ha, de unde S=6 - 143 286 ha.
13 143 143 3
Deci in ziua I: 66 ha, II si I1I: 80 ha si IV: 60 ha.
32. Daca primul elev are x lei si al doilea y lei, atunci y+§ = %(x+y) = %zg S x =y

Deci 2x =500, x =y =250 lei.

33. Avem | = %H:%%HI:%HI; H:%IH. Deci %IH -1 =1260 = III - IIT = 1260 -

<3| w»

:900:>IHz:9OOZ>HIZSO:II:%III:%~30:70;I:§H=§-70:42.

34. Numarul fiind impartit la 7, el s-a micsorat cu 1 —% :g parti, adica 120. Deci % din nu-
mar va reprezenta 120 : 6 = 20, iar numarul intreg 20 - 7 = 140.

< < R . . . . z .
35. S& presupunem cd s-au vandut x caiete, y creioane si z maculatoare. Deci y = 5 six=

=3y= 3—22 Costul lor este 1,10x + 0,90y + 0,95z = 305 sau 110 - 3—224-90'%4-952 =30500 &

< 305z =30500 = z = 100 maculatoare, y = 50 creioane, x = 150 caiete.
36. a = 60.

37.24 - % =8(;,24-8=16L;16- —=44(;24-8+4=20 E.inbazinmaiincap 80 L.

ENg e

38. 468.
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39. Conform ipotezei, 4 = %B si 1,25(4 + 20) = B sau %%B+25 =B = %B =25,B=100

si apoi 4 = 60.

4. Procente. Radacina patrata. Rapoarte si proportii; proportii derivate.
Probleme

oz x+y+z+t 1400

1.x+y+z+¢t=1400; iZE;Z—E, —éjﬁ:l:i:i: = = 100;
y z 5t 4 2 3 5 4 14 14
x=200; y =300; z=500; ¢ = 400.
2. Fie ab numirul cerut. Atunci: <— =i<:>£=ﬂ=1<:>ﬁz7l.
a+b 4 b 4-3
< . o . _ L4 7
3. Dacd Ly, I, L», /> sunt dimensiunile celor doud dreptunghiuri, putem scrie — = g; T = 9 =
2 2
= L;llzﬁc) Lh-Ll, _28-27 =L; ! =L:>L212 ZZCmZ;LIZI - BLh =7 cm?.
27 L, 27 27 4L, 27 4 27
4. n = 1986(1986 — 1) — 1985 = 1986 - 1985 — 1985 =1985(1986 — 1) = 19852 Atunci
x
1985 _ 397 o X 1985t = 5.397 crx= 20 -
5 1985 1985 1985
2 3 373
5. Fie a si b numerele. Avem: a® — b* = 61, 1ara 25®£=§©a_322©¥=
> 16 b 4 b 64 b

=125_64=ﬂ@ﬂ=ﬂ@b3:64:b:4.Deaicirezuuaa:s.
64 64 b 64

6. Notam: l:i: :§:2:l =x=ry=4rz=8rt=2r.Darxy=z < 4r=8rr=2.
Xy z t r
Asadar,x=2,y=8,z=16,t=4.
7.Fie So Y oI g W7 e 2195 g o 11 Deunde: T = 11 = x = 33;
3 5 7 3-5-7 3.5.7 3
L imy=55 2 =11=2=77.
5 7
x y z r r ro L1 1 1
8 =——=—S4dx=3y=2zz=r=>x=—;y=—;z=—; r | —+—+—| =54 &
4 3 2 8

10,25 0,3) 0,5 126
o —4—54<:>r 12,decix=3;y=4;z=6.

9. Din relatiile date deducem: a* — ax = by, b*> — by = cz, ¢* — cz = ax pe care le adunam si obti-
nem relatia data.

10. Fie a, b cele doua numere. Atunci: a — b = 700; % =8 = b=100 sia = 800.
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11. a) 6ad = 4bc = 2b - 2¢ = 2b - 3b = 6b> = ad = b*; b) b = 2a, c—% =3a d—% =4aq;
atb+ct+td=a+2a+3a+4a=10a;10a=60 =>a=6,b=12,c=18,d=24.
12. Constatam ci /4830 { 69, asadar 4830 = 69 - 70. In mod asemanitor 448230 = 669 - 670

s1 44482230 = 6669 - 6670.
13. x=12.

14583-1458 13125 4375

14. [224 . =+/2-5+2.5+4 =64 =8;0,1458(3) = = = :

® ®) 90000 90000 30000
8-30000 128-24  128-24-4375

112023y = 128. Atunci: = = =56 = x=56.
4375 x 8-30000
4
_5_ 4, _(L1-01 1 C2ih_a=2- 4_2
3 3 L,4-1,15  Jo,25 3 3
5
16. 00()—2 /59 =225 =15; \/5'11'9‘11'1():3.5.11;
00(2 00(02) 2
555 5
222 3.5 . 111;N=4+15+3-5-11+3-5-111=1849 = 432,
0,0(002)
nx
px+q—
17 x—yzm—n'px+qy=pm+qn.y=ﬂ:>px+qy= m =mpx+nqx=
xX+y m+n’px—qy pm—qn’ m rx+sy rx+s@ mrx + snx
m

3 x(mp +nq) _mp+ngq
x(mr+ns) mr+ns’

18. a)v—llz—zzz

o
2

=2 = v, = 10 km/h — viteza calare, iar viteza cu bicicleta: v; =

=12km/h;b) S=5t=6(t—18) = ¢t=6-18 =108 min = I%h. Deci distanta de la gara pana in

satvafi: S=5- % =9 km.

19. Daca x lei a costat pardesiul inainte de reducerea preturilor, dupa prima reducere el a costat:
- % = 515(5)—3 = 127—86 iar dupa a doua reducere: 127—(;6—127—56% = 12503(;C . Asadar, 12503(;6 =612,

de unde x % 4 -200 =800 lei.

20. S& observam ca pentru 100 parti sticld sunt necesare 68 + 36 + 20 = 124 parti nisip, soda si

var, adica 124% din alte materiale. Pentru 300 tone sticla vor fi necesare: 300 - 1% =372 tone
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de nisip, soda si var, din care 300 - % = 204 tone nisip, 300 - % = 108 tone soda si

300 - 2—0 = 60 tone var.
100
21. 4000 lei.

VRN - . .2 .
22. Daca 1 reprezintd Intreaga suprafatd arabild, atunci 3 s-au cultivat cu porumb,

1 2 3 A1 2 3 1 3 3 . 2 3 3 3
—|l-—|=—cugriy, —|l-————|=—-—=— cuorzsirestulde | -| =+ —+— |=—
2 5) 10 2 5 10) 210 20 5 10 20, 20

. o 3 y o o
cu ovaz, care reprezintd 18 ha. Deci 20 din Intreaga suprafatd reprezinta 18 ha, adica intreaga

suprafatd va fi de 18 - 23—0:6 -20 =120 ha, din care 120 - % = 48 ha cu porumb, % - 120 =

=36 ha cu grau, 18 ha cu orz si 18 ha cu ovaz.

5. Marimi direct si invers proportionale. Regula de trei simpla; regula de trei
compusa. Probleme

1. 7,462 €; 2. 26; 13; 57.

3. Utilizadm regula de trei compusa: 10 muncitori efectueaza lucrarea 1n 20 zile; 1 muncitor efec-
tueaza lucrarea in 200 zile; 1 muncitor efectueaza 1/2 din lucrare in 100 zile; 4 muncitori efec-
tueaza 1/2 din lucrare in 25 zile, deci cei patru muncitori care au ramas au lucrat inca 25 zile.

4. 10 muncitori.

5. 7 tesatoare.

6. Fie x, y, z si t aceste numere; atunci vom avea: 7x = 8y = 9z = 10f = 4 sau x =

A4
7y

A,
8)

A A . < . . . .
z=—;t= 10 ; A poate fi orice numar natural care se divide la fiecare din acesti numitori. Cele

b
9
mai mici numere se vor obtine alegand pe 4 drept cel mai mic multiplu comun al numerelor

3 2
7,8,95110.4=23%-3%.5.7. Asadar, x = #2360;);:315;22280#:252.

7. Daca toata cantitatea ar fi continut numai sapun de 4 lei bucata, s-ar fi incasat 45360 - 4 =
= 181440 lei. Diferenta de 30240 lei s-a obtinut de la diferenta de pret per bucati: 6 — 4 = 2 lei.
Asadar au fost in total: 30420 : 2 = 15120 bucati de sapun de 6 lei bucata si 45360 — 15120 =
= 30240 bucati sapun de 4 lei.

8. Dacd toate cele 100 de piese ar fi de 9 kg fiecare, ele ar cantari 9 - 100 = 900 kg. Diferenta
de 1390 — 900 = 490 kg, se justifica prin diferenta de greutate a pieselor de 23 kg: 23 — 9 = 14.
Asadar vom avea: 490 : 14 = 35 piese de 23 kg si 100 — 35 = 65 piese de 9 kg fiecare.

9. Daca ar fi mers cu 42 km/h timp de 4 ore, ar fi parcurs numai 42 - 4 = 168 km, adica mai
putin cu 20 km. Aceastd diferenta a fost parcursa datorita diferentei de viteza, 50 — 42 = 8 km.
Deci a mers cu 50 km/h timp de 20 : 8 = 2,5 ore si a parcurs distanta de 2,5 - 50 =125 km.
Restul de 188 — 125 = 63 km au fost parcursi cu viteza de 42 km/h.

10. Daca cele 11 bilete ar fi fost toate de cinci lei, ele ar fi costat 11 - 5 = 55 lei. Diferenta pana
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la 65 lei provine din diferenta de pret a biletelor de 7 lei, deci 63_25 = % =5 bilete de 7 lei

si 6 bilete de 5 lei.

11. Daca ar fi fost numai monede de 3 lei, acestea ar fi Tnsemnat 182 - 3 =546 lei. Diferenta
pana la 1800 lei se datoreaza monedelor de 25 lei, deci (1800 — 546) : (25 —3) = 1254 :22 =57
monede de 25 lei, iar restul de 182 — 57 = 125 monede au fost de 3 lei.

12. 45 zile.

6. Utilizarea principiului cutiei in rezolvarea problemelor

1. Persoanele (care sunt in numaér de 8), sunt cu 1 mai multe decat zilele saptamanii, deci avem
o ilustrare a principiului cutiei (P;).

2. Se aplica principiul cutiei in forma generala (P). Cei 37 de elevi trebuie repartizati in cele
12 luni ale anului. Dat fiind ca 37 =12 - 3 + 1, conform principiului cutiei sub forma (P,), exis-
td cel putin 3 + 1 =4 elevi care s-au nascut in aceeasi luna.

3. a) Se observa cd de la 1 la 9 sunt trei numere divizibile cu 3 (anume 3, 6 si 9), iar celelalte 6
nu sunt divizibile cu 3. Extragand 7 bile, cel mai nefavorabil caz este acela ca 6 dintre ele sa
aiba numere care nu sunt divizibile cu 3.

Daca vrem sa aplicam principiul cutiei, utilizim teorema. Ne imaginam doud cutii: una in
care punem numerele divizibile cu 3 si alta in care punem numerele ce nu sunt divizibile cu 3.
Stim ca numarul maxim de numere ce nu sunt divizibile cu 3, existente printre cele 9 numere
date, este 6.

Fie m, =1, m, =7 ; atunci numarul bilelor ce se repartizeaza in cele doud cutii este egal

cu: m +m, —n+1=1+7-2+1="7, si este numarul bilelor extrase din saculet.

Teorema ne spune cd avem sau m, =1 sau m, =7 . Dar am vazut cd m, =7 este imposi-
bil. Deci m, =1.
b) La impartirea cu 3 se obtin resturile: 0, 1 sau 2. Resturile reprezinta cutiile. Fiind 7 bile si 3

cutii, dat fiind cd 7=3 - 2 + 1, vom avea cel putin o cutie cu 3 bile. Este aplicarea (P>) pentru
k =2 .Daci a, b, c sunt cifrele de pe cele 3 bile, atunci trei numere distincte care se divid cu 3

sunt abc , bac si E, deoarece a + b + ¢ se divide cu 3, pentru ca a, b, c dau acelasi rest la
impartirea cu 3.

Alta solutie. Din cele 7 numere extrase, cel putin 3 sunt consecutive, iar suma lor este mul-
tiplu de 3. Iata justificarea.

Formam cutiile: {1,2,3}, {4,5,6}, {7,8,9}. Alegand 7 numere, cum 7 =3 - 2 + 1, trei

dintre numere vor fi in aceeasi cutie. Dar cele 3 cifre sunt consecutive, deci ele formeaza un
numar divizibil cu 3.
Observatie. Cutiile le formam noi, adecvat cu situatia!

4. Formam urmitoarele 10 cutii: { 1,19}, { 2,18}, { 3,17}, { 4,16}, { 5,15}, { 6,14}, { 7,13},
{8,12}, { 9,11}, {10 }. Deci formam 9 grupe de cite doud numere cu suma 20, iar o 10 for-

meaza singur o grupa. Avand zece cutii si unsprezece numere, conform (P)), intr-una din
cutii vom avea (cel putin) doud numere. Din modul cum am format cutiile, suma celor doua
numere este 20.

Observatia 1. Numarul unsprezece este cel mai mic cu putinta, caci putem alege 10 nu-
mere astfel incat oricare doua sa nu insumeze 20, anume: 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10.
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Observatia 2. Problema se poate generaliza usor: Sd se arate ca oricum am alege n+1
numere din multimea { 1,2,3,....,2n— 1} , exista printre ele doud a caror suma este 2n.
Formam urmétoarele n cutii: {1,2n-1}, {2,2n-2}, .., {n—-1Ln+1}, {n} etc.
5. Fie cutiile: C,={1,2,4,8,16} , C,={3,6,12,24} , C,={5,10,20} , C,={7,14,28} ,
C={ 9,18} , C6:{ 11} , C,={13}, Csz{ 15} , CQ:{ 17}, Cw:{ 19} , C”:{ 21},
C,={23}, C;={25}, C,,={27}, C,s={29}. Alegand 16 numere, conform (P;) doua
din ele vor fi in aceeasi cutie (cu doud elemente !). Din felul in care am format cutiile, se ob-
serva cd oricum am considera doud numere a si b, avem a|b sau b|a.
6.Dacd X < {1,2,3,...,9} , unde card X < 3, atunci valorile posibile pentru Sy sunt: 0, 1,2, ..., 24.
Ultima se realizeazd pentru X ={7,8,9} . Dacd am ales 26 de submultimi, cum lor nu le pot co-

respunde mai mult de 25 de numere, rezulta cé existd doud submultimi 4 si B astfel incat S = Sa.
7. Dat fiind cd 106 =5-21+1, conform principiului cutiei, va exista cel putin o cutie cu cel
putin 21+1=22 bile. Cum 22 =3-7+1, conform principiului cutiei, In acea cutie vor exista
cel putin 7+1=8 bile de aceeasi culoare.

8. Sa numerotam locurile 1, 2, 3, ..., 36. Formam cutiile din locurile diametral opuse: { 1, 19} ,

{2,20}, {3,21}, ..., {17,35}, { 18,36} . Astfel avem 18 cutii. Obiectele vor fi cele 19 fete.

Conform principiului cutiei, oricum se vor aseza cele 19 fete, doud din ele se vor afla fata in fata.
9. Fie d; numarul necesar de miscari ale mesei (cu céte un loc, in sensul acelor de ceasornic)
pentru ca musafirul M, sa stea in dreptul cardului sau. Pentru ca un card sa ajunga in dreptul
unei persoane sunt posibile maximum 17 miscari (rotiri). Deci cele 18 numere di, d», ..., dig
apartin multimii 1, 2, ..., 17. Conform principiului cutiei, printre cele 18 persoane existd doua,
sa zicem M, siM ce se afla la aceeasi distantd de cardurile lor.

Observatie. Problema este simpla, dupa ce am gasit modelul. Exemplificam cu un desen.
Sa presupunem cd avem 7 persoane care s-au asezat ca in desenul aldturat.

®
@ @]

® N

Fig. 1

Cum se explica faptul cd dupa un numar de rotiri am gasit doud persoane corect asezate?
Persoana |Ml |M2 |M3 |M4 |M5 |M6 |M7
nr.necesar de rotiri | 4 | 2 | 4 | 6 | 2 | 5 | 5

La 7 persoane este necesar un numar de maximum 6 rotiri. Conform principiului cutiei, vor
exista 2 persoane care necesitd acelasi numar de rotiri.

Daca sunt 12 persoane — vor fi necesare maximum 11 rotiri...

Daca sunt n persoane — vor fi necesare maximum #z — 1 rotiri...
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10. Fie x, , 1<k <35 numarul partidelor analizate pana in ziua k inclusiv. Atunci au loc relati-
le: 1<y, <...<x;, <x35, <50, de unde 1+19<x, +19<...<x;, +19 < x;, +19<50+19 sau
20<x, +19<...<xy, +19<x,, +19<69 . Astfel, printre cele 70 de numere x,,x,,--, x5 ,
x +19, x, +19,..., x;, +19 doar 69 sunt distincte. Conform principiului cutiei, din cele 70 de
numere doud trebuie s fie egale. Rezultd cd unul din numerele x,,x,,---,x;5 este egal cu unul
din numerele x, +19, x, +19,..., x,, +19, adic existd m si n astfel incat x, =x, +19. Asa-

dar in zilele m+1, m+2, ..., n sahistul a analizat n total 19 partide.
11. Se observa ca numarul de prieteni pe care 1i poate avea un elev din acea scoald este 0, 1, ...
sau 2006.

Pe de alta parte, nu este cu putinta ca in scoald si existe un elev cu 0 prieteni si un altul cu
2006 prieteni; pentru ca elevul care are 2006 prieteni este prieten toti, ceea ce exclude posibili-
tatea sa mai fie cineva fara prieten (fapt ce rezultd din ipoteza facuta asupra relatiei de prietenie).

timea A :{ 0, 1,...,2005} , fie din multimea B :{ L2,.., 2006} . Dar card 4 = card B =2006,
iar in scoald sunt 2007 elevi, prin urmare, aplicAnd principiul cutiei (£, ), existd cel putin doi

elevi cu acelasi numar de prieteni.
12. S& observam ca ultima cifra a unui patrat perfect poate fi: 0, 1, 4, 5, 6, 9.

principiului cutiei (P;), printre ele exista cel putin doud care au aceeasi ultima cifra. Diferenta
celor doua numere este divizibila cu 10.

b) Tinand seama de paritatea unui patrat perfect, putem forma cutiile: { 0,4,6}, {1,5,9}.

Avand 5 patrate perfecte, daca ele au doua cate doud ultima cifra distincta, atunci trei din cele 5
vor avea aceeasi paritate. In oricare din cele doud cazuri, suma a doui dintre ele se divide cu 10
(pentruca 4 +6 =10, iar 1 + 9 = 10).

Dacé doua dintre ele au ultima cifrd identicd, atunci diferenta lor are ultima cifra 0, deci
diferenta lor este divizibila cu 10.
13. Folosind teorema impartirii cu rest: n=2005-c+r, cu » <2005 si » impar rezultd cd r €

e {1,3,5,7,..,2001,2003}, r ia 1002 valori. Cum avem 1003 numere, existd doua care dau
acelasi rest r la impartirea lor prin 2005. Avem n, =2005-¢, +r si n, =2005-¢, +r, n,—n, =
= 2005-(c, —c, ), deci 2005|(n, —n, ).

14. Fie x,,x,,..., X5, cele 504 numere. Atunci urmdtoarele 2016 numere x,,x,,..., X5, X; +3,
X435 Xsg, +3 5 X, 45,0, +5,.,X5, +5, X, +8,x, +8,..., x5, +8 sunt cel mult egale cu
2007 + 8 =2015. Am obtinut astfel un numar de 4 - 504 = 2016 numere, toate apartinind mul-
timii { 1,2,3,...,2015 } . Conform principiului cutiei, rezultd ca doua dintre ele sunt egale, sa
zicem x; +asix; + b,unde a = b, a,be{0,3,58} si i, j€{1,2,..,504 } . Prin urmare (presu-
punand ordinea x; <x;)), rezultd x;, —x;=a—b € {2, 3,5, 8}.

15. Observam ca putem scrie: M ={4+7-k|k=0,1,2,..,28} deci card M = 29. Formam
urmatoarele 15 cutii (14 submultimi alcatuite din cate doud numere a caror suma este 211, iar a
XV-a cutie contine doar din numarul 4): M, = {11,200} , M, ={18,193}, M, ={ 25,186},

M, ={102,109} , si M, ={4}. Si observim ca multimile M,, M,, ..., M,,, M, sunt
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disjuncte si reuniunea lor este chiar M. Aceasta rezultd din faptul ca pentru k=1,2,...,14,
avem M, ={4+7-k,4+7-(29-k)} , iar o relatic de forma 4+7-k=4+7-(29-k) este

imposibild In multimea numerelor naturale.

Conform principiului cutiei (P;), oricum am alege 16 elemente (obiecte) din multimea M,
doua din ele se vor afla In aceeasi cutie, adica au suma 211.
16. Cele 3 scaune care raman libere separa cele 9 scaune ocupate in maximum 4 grupe. Dat
fiindcda 9=4 -2+ 1, rezultd cd exista cel putin un grup format din 3 persoane.

4 grupuri

17. Cazul 1. Exista 4 bile de aceeasi culoare, propozitia este adevarata.

Cazul 2. Nu existd patru bile de aceeasi culoare. Atunci cel mult trei bile au aceeasi culoare.
Cum 10 =3 - 3 + 1, conform principiului cutiei, rezulta ca exista cel putin o bila care are o a
patra culoare.

N o e oA N 1 5
18. Vom face observatia cd un numar real diferd de un numar intreg cu mai putin de o daca

primele #n zecimale ale acelui numar real sunt 00...00 sau 99...99.
S —

a) Consideram multimea M = {k\/g lk=1,2,.., 999} . Primele 3 cifre de dupa virgula ale aces-

tor 999 numere pot fi: 000, 001, ..., 999, deci avem 1000 cazuri posibile.
Presupunem ca toate numerele multimii M au primele trei zecimale diferite de 000 si 999.

form principiului cutiei, rezulta ca exista doi intregi j si kcu 1< j <k <999 astfel incat j NE)
si k3 au primele 3 cifre zecimale identice. Deci numarul (k— ])\/g are primele 3 cifre ze-

cimale 000 sau 999. Cum k — j este un numar cuprins Intre 1 si 999, am obtinut o contradictie.
Prin urmare, existd un numar de forma k\/g , k € N*, care diferd de un numar intreg cu mai

utin de !
PURC€ 1000

b) Consideram multimea M = {k\/g lk=1,2,..,10" —1}. Primele n cifre de dupa virguld ale

acestor 10" —1 numere pot fi: 00...00, 00...001, ..., 99...99, deci avem 10" cazuri posibile.
n ori n—1 ori n ori
Presupunem cé aceste 10" —1 numere au primele n zecimale diferite de 00...00 si 99...99 .

conform principiului cutiei, rezultd ci existd doi intregi j si k cu 1< j <k <10"" astfel incat
j\/§ si k3 au primele n cifre zecimale identice. Atunci numarul (k— j)\/g are primele n

cifre zecimale 00...00 sau 99..99. Cum k — j este un numar cuprins intre 1 si 10" —1, am
— —

n ori n ori

obtinut o contradictie. Asadar existd un numar de forma 3 , k e N", care diferd de un numir

L 1
intreg cu mai putin de o
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Observatie. Problema se generalizeaza fara dificultate:
Si se arate ci pentru orice m, n € € N, m diferit de un pitrat perfect, existd un numar de

forma k+/3 , k € N”, multiplu natural (nenul) al lui Jm care diferd de un numir intreg cu mai

1
utin de —.
put 10"

7. Exercitii si probleme recapitulative

1.4=1{5,6,7,...,15}, B={13,14,15,16,17,18},C={5,6,7},D={2,3,4,5,6,7, 8,9, 10}.
x+56=n’
2.
x+113=m’

m+n=19,cum=11,n=8.Decix=121-113=8.

3.2)2"=2"1 - D)+ "'+ 1);b) 3 - 1)+ 3+ 3+ 1)=3 .31 =37,

4.120 m, 160 m, 200 m.

5. Cele patru puteri au ca ultima cifra: 1, 4, 7, 6. Deci E are ca ultima cifra pe 7, ori se stie ca
nici un numar natural patrat perfect nu se termina in cifra 7.

6.4=1{17,18,20,21}; B={4,5}; C={4,5}. Deci B=C,iar A " B=.

7. 4 = {7080, 7380, 7680, 7980, 7185, 7485, 7785}; B = {7080, 7280, 7480, 7680, 7880};

A v B = {7080, 7280, 7380, 7480, 7680, 7880, 7980, 7185, 7485, 7785};

A N B= {7080, 7680}; A\ B = {7380, 7980, 7185, 7485, 7785}; B\ 4 = {7280, 7480, 7880};
(4\B)u (B\A)= {7020, 7380, 7480, 7880, 7980, 7185, 7485, 7785}.

8. Sa observam ca un zero se obtine din produsul 2 - 5. Cum frecventa in produs a factorului 2
este mai mare decat a lui 5, este suficient s numaram frecventa de aparitie a lui 5, care se repe-
td din 5 in 5 numere: 100 : 5 = 20 ori in P. Dar factorul 5 poate apdrea si la puteri mai mari: 52
100 : 25 = 4. Deci numarul zerourilor cu care se termind produsul P coincide cu numarul de
factori 5, adica 24.

=>m?-n*=57=3-19sau (m —n)(m+n)=3-19,de unde m — n =3 si

275 . 50

9.a)x— {57—22 -{10+73—550}}~5£5 Sx—[57-4(10+4)] - 555 x-555<x<10;
275

b)4A={a,b,c,d},B={a,b,e}.

10. 10 lei o lingura, 5 lei o lingurita, 7 lei o furculita.

11. Se observa ca pentru o problema rezolvata bine se acorda 5 puncte, iar pentru una gresita se

scad 3 puncte. Asadar, pentru 8 probleme bine rezolvate si una gresita se vor acorda: 8 - 5 -3 =
=40 -3 =37 puncte.

12. Din calcul, rezultd 4 = {1; %} ;B= {%, x} .Deundex=1.

2x+4  2x+4

2x+5-2 2x+3
2x + 3 ar avea un divizor comun d, atunci si diferenta lor: 2x + 4 — (2x + 3) = 1 trebuie sa aiba
acelasi divizor comun. Dar 1 nu are divizori decét pe =1, deci numerele sunt prime intre ele,
adica fractia este ireductibila.

14.n € {0; 1}.

15. 4= g =g 2P0 gt h 2 eV g (aZ’J3 ) = a**¥¥ Deci 4 =B.

13. Fractia se mai poate scrie: F' =

. Daca, prin absurd, numerele 2x + 4 si
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q-2=6=>p=3sig=8;2)p-2=3s51q—2=2=p=5s51q=4;3)p-2=2s5iq-2=3=
=>p=4s5ig=54)p-2=6siqg—-2=1=>p=8siq=3;5)p-2=-1sig—2=-6 sicele-
lalte care nu admit solutii numere naturale.

17. Fie 2n + 1 numarul echipelor participante. Fiecare echipa joaca 2n meciuri cu celelalte 2n
echipe rimase. in total 2n(2n + 1); dar fiecare meci a fost numarat de 2 ori, deci s-au jucat

M meciuri. Deunde n(2n+ 1) =55 <22 +n-55=0<2n* - 10n+ 11n-55=0 <

S2nn-5+11n-5=0 (n—-5)2n+11)=0< n=>5. Deci au fost 11 echipe.

18. Efectudm urmatoarele operatii: umplem vasul de 9 €, din care varsam in cel de 4 £ de 2 ori.
Transferam litrul rimas in vasul de 4 £ devenit disponibil. In acest vas mai trebuie pusi 3 € pentru
a se umple. Din vasul de 9 litri turndm in cel de 4 £ pana la umplere, deci raman 9 —3 =6 .

19. Proceddm 1n felul urmator: umplem vasul de 11 £ si turndm in cel de 9 £ pana se umple.
Réaman 2 ¢ pe care ii transferam 1n vasul de 9 €, golit in prealabil. Umplem din nou vasul de
11 € si turndm in cel de 9 £ pana se umple; de fapt, avand deja 2 £, 1i mai trebuie 9 —2 =7 £,
iar In vasul de 11 rdman: 11 — 7 =4 {, pe care 1i transferdm din nou in vasul de 9 £. Umplem
iarasi vasul de 11 € si turnam in cel de 9 £, care contin deja 1 € si 1i mai trebuie 9 —4 =5 (
pana la umplere. Asadar, 11 — 5 = 6 £. Varsam acesti 6 £ In vasul de 9 £ si cu vasul de 11 €
plin, facin total 6 + 11 =17 €.

20. 1 dm® =1 ¢, deci 5 dm® = 5 €. Se umple vasul de 7 {, din care se scot de doud ori cate 3 £,
deci in vasul de 7 £ se mai afld un litru ce se va pune in vasul de 3 £. Se umple vasul de 7 £ si
se varsd 1n vasul de 3 £, in care se mai afla 1 € de apa, 2 £, deci 1n vasul de 7 £ au mai ramas 5 £.

21. Avem E=5+ 2(?—;340—100) =57+4/2(900-100) =5++/1600 = 5 + 400 = 405, deci

=£=a+b+c =ﬁ=45. De unde: a = 90,
4 9 9

a+b+c=4052 b
2 3
b=135,c=180.

22. Conform relatiei S = vt, avem: 4(vi + v2) = 140; 28(vi —v2) = 140 sau vi + v, =35sivi — v, =

=5, de unde: 2v; = 40; v = 20 m/s, de unde rezulta si v, = 15 m/s.

23. Trebuie ca abed = 25k* (k € N), care convine numai pentru k& = 3; in acest caz abcd =
=25 -81=2025si pentru k =4 cu abcd =25 - 256 = 6400.

24. Dand lui x valorile 1, 2, ..., 100 obtinem: £(1) = E(0) + 2; E(2) = E(1) + 2; E(3) = E(2) + 2;
...; E(99) = E(98) + 2; E(100) = E(99) + 2; E(100) = E(0) + 2 - 100 = E(100) — £(0) = 200.

25. Fie AB lungimea trenului, B pozitia pietonului in care il intdlneste trenul si BC drumul pe
care 1l face pietonul pand in momentul in care trenul il depaseste. Vom nota cu v viteza trenului

S . . v .
si deci viteza pietonului va fi o Vom avea: AC = § — drumul parcurs de tren pe tot timpul

depasirii; S — E:%: 135 = §=150 m; Vien = ﬂ =15 m/s; Vpicion = E =1,5 m/s.
10 10 10 10

26. Daca elevul ar fi rezolvat corect toate cele 30 de probleme, el ar fi obtinut 30 - 10 =300 de
puncte. La fiecare problema gresit rezolvata el pierde odata cele 10 puncte acordate la o rezol-
vare corectd si in plus 3 puncte penalizare, deci in total 13 puncte. Elevul nerezolvand corect
toate problemele, a pierdut 300 — 261 = 39 de puncte care reprezintd 39 : 13 = 3 probleme
gresite, deci 27 probleme corecte.

27. Putem scrie: S = [V1]+[V2]+[V3]+[V4]+[V5]+[V6]+[V7]+[8]+[O]+[/10] + ... +
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+ [WI15]+[V16]+ ...+ [V24] +[V25]+ ..+ [V35] + ..+ [N81] +... +[V99 ]+ [100] =3 - 1+ 5 -2 +
+7-3+9-4+11-5+...+19-9+10=Q2-1+1)-1+2-2+1)-2+2-3+1)-3+
+Q2-4+1D)-4+..+@2-9+1D)-9+10=2(12+22+32+ . +9)+(1+2+3+...+9)+
+10=2(1+4+9+25+36+49+64+81)+(1+2+3+...+9+10)=2-285+55=625.

. . . -1)" -1 -1)" -1
28. Fractia se mai poate scrie: n + (—1)"! + eyt €< et € Z, dar pentru n par,
a

a
-1)" -1 . . -1-1 =2
et =0 € Z,V a e Z,iar pentru n impar, avem: =— eZ&ac{-2,-1,12}.
a a a
B o . s . 1 I 1 1
29. Intr-adevar, e suficient sa luam x =4 : J4 =2<4;y=0sauy=1siz= Z; Z:E>Z.
30.x=2.
31. Notam cu {x} partea fractionara a lui x si avem: x = [x] + {x}, cu [x] =n € Z, {x} € [0, 1).

—2n

Ecuatia se scrie: 2n + 3 = 4n + 4{x} < {x} = 3 e[0,1)<3-2ne0,4) < -2nc¢e

e [-3, 1)<:>ne(—%;%},neZ<:>n—053un—l.Pentrun—Oz[x]—Ogi {x}:%:

:x=§.Pentrun=1:>[x]=1§i {x} = E:l:x:z.Decixe E,i}
4 4 4 4 4 4

32.x(1+2+3+...+100)=22-5-101 = x[(1 + 100) + (2 +99) + (3 +98) + ... + (50 +
+51)]=22-53-101 ©x-50-101=22-5%-101 < x=10.

3x+1 3x+1 . 3x—1 3x+1
<x<

33. <x+1< + + 1, deci S3x-1<2x<3x+1 < -1<x<1,

deci solutii vor fix=0six = 1.

34. Biciclistul face la urcare cu 9 ore mai mult decat la coborare, deci parcurge in acest timp
9 - 8 =72 km. Acest spatiu este parcurs de biciclist la coborare prin diferenta de viteza pe care
o are la coborare fatd de urcare: 26 — 8 = 18. Deci timpul de parcurgere a distantei de la B la 4
este: 72 : 18 =4 ore, iar spatiul total AB va fi: 26 - 4 = 104 km.

35. Sa remarcam mai intai ca patratul unui numar natural se termind in urmatoarele cifre: 0, 1,
4,5, 6,9. Astfel, numarul 111 se termini cu cifra 1; 2222 se termini cu cifra 4; 3333 se termini
cu cifra 7; 444* se termind cu cifra 6; 555° se termind cu cifra 5; 12315 se termind cu cifra 5.
De aici se observa ca numarul N are ultima cifrd 8, de unde rezultd ca N nu poate fi patrat perfect.

36. Ecuatia se scrie: §+@+ﬁ:17©ﬂ=17—§—m©ﬂ= —2—19
11 x x 11 23 x 11 23
ﬂ:ﬂ<::>x:11~23<::>x=253.
x 11.23

2 4 .

a+bx=2<:>x= a ;e)xe R\ {a} sib#2.

xX—a 2-b

38. Sestiecidaca XcAsiXc B, atunci XS4 N B. Deaici: X< {2,3,4,6} N {2,4,5} =
= {2, 4}. Pe de alta parte, {2, 4} C X, de unde rezultd X = {2, 4}.

39. Avem: 4-abcde9 = 9abcde < 4(10abede+9) =9-10° + abede <> 39abede =9(10° —4) <
& 13abede =3 - 99996 & abcde = 7692 - 3 =23076.

37.a) E=2;b)
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40. bn+15 =3+ 12 € Z.Deci2n+ 1 e {£1, £2, £3, +4, 6, £12}. Analizand toate cazuri-
2n+1 2n+1

le, obtinem: n € {-2,-1,0,1} => M={-9,-1,7, 15}.
41.A={a, b, c,d}; B={c, d}.

2n+6:2—|ricun €{0,1,3} >4=1{3,4,6},B={2,5,7}siC={7,9, 13}.
n+l n+1l

43. Pe cazul general, multimea 4 U B se compune din urmatoarele multimi disjuncte: 4 U B =
=A\B)yudn B) U (B \'A4), deci AUB = A\B+AmB+B\A De asemenea, functioneaza

51f0rmula AUB=A+B- AN B. De aici: 1)20—16+17 AmB:AmB—B 20 =13;
A\B = A ANB =16-13=3;2) AnB= A+ B- AUB =16+ 17 - 31 =33 - 31 =2;

A\B:A— ANB =16-2=14; AxB =16-17=272.

44, Multimile sunt: 4 = {1,2,5}, B= {1, 3,4, 5}, C={2,3,4}.

45. Utilizam ,,principiul cutiei”, conform caruia, daca in fiecare din cele 4 clase, s-ar afla cel
mult 30 elevi, atunci in cele 4 clase s-ar afla cel mult 120 de elevi. Deci trebuie sa existe macar
o clasa cu cel putin 31 elevi.

46. Folosim ,,principiul cutiei”. Conform acestuia, daca in fiecare luna a anului ar fi nascuti cel
mult 3 elevi din clasa, in cele 12 luni ale anului ar fi nascuti cel mult 12 - 3 = 36 elevi. Deci
existd o luna 1n care sunt nascuti cel putin patru elevi.

47. Numarul cautateste 7 - 8 - 9 + 1 = 505.

48. Putem scrie: (10a + b)n = 100a + b echivalenta cu: 10a(10 — n) = b(n — 1). Deducem ca
1<n<10.Pentrun=9rezultia =4, b=5.Pentrun="7rezultab=5sia=1. Pentrun =16

42.x=

obtinem a=1,b =38, iar pentrun=10,b =0, iara € 1,_9 Celelalte valori ale lui #» nu convin.

Deci avem solutiile: n =9, ab =45; n="7, ab =15;n=6, ab =18; n =10, ab = a0, a €
e{l,2,...,9}.

49. Orice patrat perfect se termind intr-una din cifrele 0, 1, 4, 5, 6, 9. Numerele de forma 5n + 2
se termina in cifrele 2 sau 7, iar cele de forma 5z + 3 in 3 sau 8. Deci niciunul dintre acestea nu
va fi patrat perfect.

n(n—1)+2

50. intr-adevar, fractia se mai poate scrie: F =
n(n+1)+2

si daca tinem cont de faptul ca pro-

dusul a doud numere intregi consecutive este par, rezultd ca fractia se va simplifica prin 2.
51. Intr-adevar, 573 - 2" — 125 = 53%(5" - 2" 1) = 125 - (10 — )(10" ' + 10" 2+ ... + 10 + 1) =
= multiplu de 125 - 9 = multiplu de 1125.

52. Notam cu S suprafata terenului agricol; remarcam ca: % + 50 ha s-au cultivat cu grau;
1 §—50 +50=§+ 25 ha cultivate cu porumb; 1 S— §+50 - §+25 +50:§+£ ha
212 4 2 2 4 g8 2

cu cartofi. In acest fel, intreaga suprafati a fost cultivata; §+ 50+ i +25+ g +% =S. De

unde S = 700 ha.

53. Media proportionala a numerelor 60 si x este ~/60x =2+/15x , despre care stim cé este un
numdr natural. Pentru aceasta trebuie ca 15x s fie patrat perfect sau x = 154> (k € N). Deci
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A/60x =2 - 15k = 30k < 100. Acest lucru este posibil numai pentru k € {1, 2, 3}. Pentru k=1
rezultd x =15, iar pentru k =2, avem x = 60 pentru k =3 = x = 135.

12,1
11 1 11
54. Efectuand calculele, avem: 11 _ 3 = 2(10x+11) = 3 < 6(10x +11)=90x - 51 &
512 90x-51 2
90
<30x=117 < x=39.
< < . . abc 576
55. Notdm cu r valoarea comuna a celor trei rapoarte. Deci 7> = W = WS =8 =>r=2.

Deaici & =25 a=6:2=22p-8 S =25 c=12.
3 4 6

2a 5b 9¢ 90a +90b +90c¢

56. Intr-adevir, putem scrie: x = = = = =
a+b+c a+b+c a+b+c (45+18+10)a+b+c)

_90(a+b+c) _9%
T3(a+b+c) T3

57. Putem scrie: ~ =2 = >+ 4x+y
2 3 5

,decix+y= 57)6; 4x +y= % . Inlocuind, obtinem:

%+£2x =24-3 < x=4gsiapoiy=06.

58. Deoarece partea dreapta trebuie sa fie pozitiva, inseamna ca p < ¢. Scriind relatia sub for-
ma: 571 + 3 =2 . 57(574 — 1) rezultd p = 0, deoarece partea stangd nu se divide la 5. in acest
caz, relatia devine: 5 +3=2(57—1)sau4=57—-1;57=5;q=1

59. Daca ar exista un astfel de numar », atunci ar exista numerele naturale m si n, astfel incat sa
avem: N=10m + 3 = 15n+ 4 sau 10m = 151 + 1, adica 5(2m — 3n) = 1, relatie care arati ca pro-
dusul a doud numere intregi, dintre care cel putin unul este diferit de = £1, este 1. Contradictie.
60. Vom utiliza ,,principiul cutiei”, conform caruia ne putem imagina cele 100 de numere natu-
rale de la 1 la 100 grupate in 10 gramezi, prima contindnd numerele de la 1 la 10, a doua nu-
merele de la 11 la 20 etc. Observam cd oricare doud numere dintr-o astfel de gramada au
diferenta mai mica sau egala cu 9. Pentru a doua chestiune, vom grupa numerele de la 1 la 100
astfel: in prima grupa numerele care se termina cu 1, in a doua numerele care se termina cu 2
etc. Diferenta oricaror doud numere dintr-o aceeasi grupd va fi divizibila prin 10. Conform
principiului cutiei, pentru a alege 11 numere, doud vor fi din aceeasi grupa.

-a+b+c a-b+c a+b-c a+b+c

61. Din proprietatile sirului de rapoarte egale avem:

a b ¢  a+b+c
=1:>fa+b+c=a:>b+c=2a,c+a=2b;a+b=20.DeciP=&bb-zc:8
abc
1 . 1 1 1
63.Notém£=z=£=—:>r:abc.Demx:—;y:—;z:—.
a b ¢ r bc ac ab
a b N . . 2 4 8 .
63. a) 7 = 5 <> a = 2b. Inlocuim si astfel (1) devine: 3 < 3 < 5 care este adevarata; b) Facem
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_ : 1 1 1 kK —k<0
substitutia b = ak, k> 0 obtinem: 0 S 0<k<lso0<b<a.

< < <
+k 14k 14K K (k-1)<0
65.8 =1+1+1+2+2+2+...+33+33+33=3(1+2+...+33)=3[(1+33)+(2+32)+
+@+3)+...+(16+18)+17]=3(16-34+17)=1683; S, =1+1+1+1+2+2+2+2+
+...+24+24+24+24+25+25+25+25=4(1+2+3+...+25)-25=1275.

GEOMETRIE PLANA
1. Unghiuri. Triunghiuri. Drepte paralele
1. Dara BE este simetrica lui BD fatd de BC si BF fata A
de 4B, atunci «CBE = «CBD si «FBA = «ABD, deci
m(«FBE) =2 - m(x4ABC) =2 - 90° = 180°, adica BE si I;\‘ D
BF sunt in prelungire. Dacd m(«4BC) = 45°, atunci \\\
m(«FBE) =90°. N
.ﬁ:ﬁ:£:<A+{B+<C:18O — 10° = m(xA) = 110°; B C
11 4 3 18 18
m(«B) = 40°; m(«C) = 30°; E

m(¢BAE) = 55°, m(«BDE) = 40° + 55° = 95°;

m(«DBE) = m(xBED) = 8; =42°30'; m(«DEF) = 95° — 90° = 5°.

Asadar, m(¢<BEF) = 42°30" + 5° = 47°30", //\
A B

3. m(«OBA) = m(+xOAB) = 15°. Triunghiurile OAC si OBC \ /
sunt isoscele, deci m(«COB) = m(xOBC) = 75° iar \ /)
m(«ABC) = 75° — 15° = 60°. Analog m(«BAC) = 60°, adica (Y
ABC este triunghi echilateral. Y

4. [BI] = [IA], deoarece se afla pe mediatoarea segmentului C
BA; [IR] = [IL], deoarece [ se afla pe bisectoarea «40B; ¥ L
AILA = ARIB (triunghiuri dreptunghice) = [LA] = [BR]; R d_I-
[OR] = [IR] = [OL] =[IL] = OA + OB=OL + LA + OR —
—~BR=OL+OR=2d. BF<._

ARNANI)
5. Fie A’ simetricul lui 4; fata de dreapta BC. Dreapta BT
A'4, intersecteaza pe BC in M, care este punctul de minim. y 0 L X
Intr-adevir, pentru orice alt punct N € BC, vom avea: y 4
AN+ NAy= A'N+ NA,> A' M+ MA> =AM+ MA,.

° | B C
6.Avem:ﬁ:£:£:ﬂ:& :100_ ,/’
5 12 13 18 18 oM

De unde m(«4) = 50°; m(«B) = 120°; m(«C) = 130°; et
m((D) =60°. A A,
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A . 4 «B «C <«A+«B+«C 180°
7. Intr-adevar, —=—=—= =
1 2 3 6 6

=30 = m(<4) = 30° m(«B) = 60° si

m(«C) = 90°.
8. a) In primul rand rezulti egalitatea triunghiurilor dreptunghice ABD si A'B'D’, de unde rezul-
td BD = B'D' si apoi egalitatea triunghiurilor ADC si A'D'C’ si deci DC = D'C’, de unde BC =
B'C'si apoi egalitatea triunghiurilor ABC si A'B'C".

4 A’

B D C BI D/ Cl
b) Daca AC = A'C' = AE = A'E’, deci egalitatea triunghiurilor ABE si A'B'E". De aici rezulta
m(«AEB) = m(x4A'E'B") si deci m(«BEC) = m(B'E'C"). De aici rezulta egalitatea triunghiurilor
BECsi B'E'C'(LUL) si BC = B'C", deci si egalitatea triunghiurilor ABC si A'B'C".

9. Fie ABC, astfel incat m(«xC) < 30°. Luam A4'B' paralel si D
egal cu 4B, astfel incat m(«4'CB") = 30°. N\

Atunci CB'=2A'B'=2AB. Dar CB' < CB, deci CB > 24B si \
reciproc. \

10. Fie BE si CF perpendicularele duse din B si C pe semi- v
dreapta AM. Triunghiurile ABE si AFC sunt asemenea. \
Asadar, AB < AC < AE < AF, deci E € (AM) si M € (AF),
m(«B) = m(«4BE) + m(«EBM) = m(«xACF) + m(«MCF) >
> m(«C) + m(«MCF),de unde m(«B) > m(«C) si reciproc.

11. Ducem BE (E € AC), astfel incat m(«CBE) = 20°.
Deoarece triunghiurile NBC si EBC sunt isoscele, rezulta ca
NBE este echilateral; de asemenea, triunghiul MBE rezulta
isoscel, deci si NME este isoscel cu baza MN si m(«NEM) =
=40°, deci m(«xENM) = 70°.

Asadar, m(«xANM) = 50°.

12. Din faptul ca AF || BC rezultd ca triunghiurile 4OF si BOC sunt asemenea, deci:

or = ﬂ Analog, din asemanarea triunghiurilor BOE si AOD avem: Bo :E. Tinand
0B 0OC OD A0

. o OE OF . .
cont de aceste relatii, rezultad: OF - OC = OE - OD < ocC = oD si conform cu reciproca teo-

remei lui Thales, rezultd EF || CD.
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13. Sa constatam, pentru inceput, congruenta triunghiurilor: ABN, BCP si AMC (criteriul LUL).
De aici rezulta: m(«BAN) = m(«PBC) = m(«ACM). In continuare, triunghiurile ABN si BFN
sunt asemenea (au «ANB comun si m(«BAN) = m(«FBN). De aici rezultd cd m(«BFN)

=m(«4BN) = 60°. Analog se arata ca si unghiurile G si £ au 60°.
F

14. Prelungim in segmentul CE cu [EF] = [CE]. In acest
fel triunghiul AFD devine echilateral, Intrucat m(«FAD) = £
= 60°, iar AF = AD = 3a, deci FD = 3a. De aici rezulta

ca triunghiurile ACD si EFD sunt congruente, deoarece C

AD =FD =3a; AC = EF = a si m(«xCAD) = m(«EFD) =
= 60° (criteriul LUL), deci CD = ED.

15. m(«CEO) = m(x4AEC") = 90° — m(«EAC") = 60°;
m(«EHO) = m(«B'HC) = 90° — 30° = 60°.
Triunghiul EHO, avand doud unghiuri de 60°, este
echilateral.

16. Fie D proiectia lui 4 pe BC. Triunghiurile FCD si
AEC sunt asemenea, deoarece sunt dreptunghice si D
«DCF = «FCA. De aici rezultd ca «CFD = «AEC sau
+AFE = «AEF, adica triunghiul AEF este isoscel. r

17. Fie CC'inaltimea dusa din C pe BE. A B
m(«FCC" = 60° + 90° + 30° = 180°, deci FC si CC' C’
sunt in prelungire, dar CC' L BE = FC | BE. / E
in mod analog se arata ci si CE L DF. ,

18. Triunghiurile ABA' si ABC sunt asemenea, deci:

2
teorema catetei: b2 =a - CA'= CA'= b— Atunci BB'=

, ' B’ F
ﬁzﬂcﬁzﬂcxm':z. in mod analog, H
BC AC a b a !
ACAA' ~ ACB'B: AL _ ﬁ, in care CA' se scoate din '
BB’ CB ;
B

:AA'-BC_b_c'a' a ac
CcA' a »¥ b
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La fel se aratd ca CC'= %. 4

c
19. in triunghiul BCC', DD’ este linie mijlocie, deci: C

C
DD'= %CC'=CE+EC'<CA+AE<CA+AB. D’ D

20. Presupunem problema rezolvata.

Prelungim AM cu MA'= AM = m.

Atunci «4CA"'=180° — u.

Constructia are loc astfel:

Pe dreapta BC ca suport, fixdm un punct D 1n care ridi-
cam perpendiculara 4D = h. Cu varful 1In 4, descriem
cercul de raza m care taie dreapta BC in M (si M"); pre-
lungim AM cu A'M = m, deci AA' = 2m si construim
arcul capabil de 180° — u care taie dreapta BC in C.
Paralela prin A" la AB taie BC'in C.

21. Ducem ME si NF paralele la A4". Din triunghiuri asemenea, vom avea: 4

MB _ BE _ME NC CF NF AC BE CA'
= si =——=—=——-—— si tinand cont de teorema bisectoa-

AB  BA' AA'° AC CA' A4 AB BA' CF

. AC A'C . T . .
rei: B = TB rezultd [BE] = [CF]. Acest lucru implica [EQ] = [QF], deci PQ este linie mij-
locie in trapezul MNFE, deci PQ || ME || AA'.
22. Intr-adevar, daca bisectoarea 4D, indltimea BE si mediatoarea care trece prin F, mijlocul

Iui 4B, sunt concurente intr-un punct O, atunci triunghiul AOB este isoscel si m(«4BO)
=m(«BAO) = %m((A), deci in triunghiul dreptunghic AEB, %m((A) =90° = m(«4) = 60°.

Reciproc, dacd m(«4) = 60°, fie O = AD N BE, m(¥ABO) = 30°, m(«BAO) = 30° rezultd ca
triunghiul AOB este isoscel si deci mediatoarea lui AB trece prin O.

23. In triunghiul BDF, EF este iniltime. Pe de alta parte, triunghiul 4BF rezultd dreptunghic
isoscel, deci FB L AB, adica si DC 1 FB. De aici rezultd ca DC este a doua naltime in triun-
ghiul BDF, a treia Inaltime fiind deci BC, adica BC L DF.

24, Deoarece «APC = «ANC = 90°, patrulaterul APNC
este inscriptibil, deci si «PNM = «PCA.

Pe de alta parte, «APB = «tAMB = 90°, deci patrulaterul
AMPB este inscriptibil, de unde «PMN = «ABC (au
acelasi suplement «4MP), de unde rezulta ca triunghiu-
rile ABC si MNP sunt congruente.




A
26. In triunghiul 4BC aplicam teorema bisectoarei:

BA' AB ¢ BA' c ac >B\
= = =

25. a) Triunghiurile ABA'si CDB sunt asemenea, avand, A
A
BA' = '
A

M

prin ipoteza, cate doud unghiuri congruente: «BCD,
#BAA', iar «ABC este comun. De aici rezultd ca si
+AA'B = «BDC = 90°. Deci A4’ este bisectoare si inal-
time in triunghiul ABC, adica ABC este triunghi isoscel. D
b) H este ortocentrul triunghiului ABC, adica BH este a
treia inaltime, deci BH 1 AC.
B
1

in triunghiul ABA’, BI este bisectoare, deci:

Al = 4B — =b+c >1 < Al > IA’ si analoagele

14 BA' ac  a
b+c B
care se demonstreaza la fel.

AC AC b BA+AC b+c bic
c
4

27. Fie A'E || BN, E € NC. De aici rezultd [NE] = [EC]

(A'E linie mijlocie in triunghiul BNC). In continuare,
AM k AN _k AN AN

vomavea, —=—=—=—>—=——=—" =
MA" 1 NE 2 2NE NE+EC

_ AV

CNC B

A

C
28. Triunghiurile AMC si BPC sunt congruente
(AM = PC, €A = «C, AC = BC), deci «MCA = «PBC,
dar «MCA + «MCB = 60°, deci «PBC + «MCB = 60°.
P
29.2a(p —c) + 2b(p —a) + 2c¢(p — b) = B
=2ap + 2bp + 2cp — 2ac — 2bc — 2ab = ¢
=2p(a+b+c)—2ab—2ac—2bc=(a+b+c)—2ab—2ac—2bc=a*+ b+

30. Presupunem problema rezolvata si prelungim latura y
BC cu CF = CA si BE = BA. Triunghiurile ABE si ACF
. o B .
sunt isoscele, cu unghiurile de la bazd de > si % %\
Asadar, triunghiul AEF are baza EF data, perimetrul £ " B c F

triunghiului ABC si unghiurile bazei EF cunoscute, res-

. B . C . .
pectiv > si > deci poate fi construit.
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Ducand semidreptele AB si AC care formeaza unghiuri de masuri > si respectiv % cu AE si

AF, rezulta astfel triunghiul ABC.

31. Sa presupunem prin absurd ca d; si d» nu sunt para-
lele. Fie {O} = di N d> si A € di un punct arbitrar
A # O. Ducem prin 4 o dreapta d paraleld la d,. Deci d
N d, # D sid | d», ceea ce contrazice ipoteza. Deci d; si
d» nu se pot intersecta. De aici rezultd ca d| || da.

32. Patrulaterul AEDF este paralelogram deoarece, prin
ipoteza, laturile opuse sunt paralele. Pe de alta parte,
+A1 = «D» s1 4> = «D; (ca unghiuri alterne interne) si
cum €4 = €4, si «D1 = D> = €4, = ¥4, deci triunghi-
urile AED si AFD sunt isoscele si patrulaterul AEDF
este astfel romb, Intrucat are toate laturile congruente.

33. Din teorema bisectoarei aplicata in triunghiurile AMB
si CMB rezulta:

AP _AM . OC _MC

si (D).
PB MB = OB MB

. . AP C . . .
Daca M este mijlocul lui AC, rezultd AM = MC, de unde B = g—B si conform reciprocei teo-

remei lui Thales, rezulta PO || AC.

. AP c . . .
Reciproc, daca PQ || AC, rezulta — = oC si tindnd cont de relatiile (1), rezulta
PB OB
AM = MC.
34. Se stie ca m(«4) < 90° << AM > BM = MC. Din teorema bisectoarei aplicata in triunghiuri-

le ABM si AMC rezulta: — N4 = MA > 1 = NA > NB; analog PA > PC.
NB MB

Conform problemei anterioare rezultd m(«B) > m(«MAN) si m(«C) > m(«MAC), de unde
m(«MNA) = m(«B) + m(«BMN) > m(«MAN) + m(«xAMN) = m(«BMN). Deci m(«MNA) >
> 90°; analog m(«MPA) > 90°. In patrulaterul ANMP unghiurile N si P sunt obtuze, deci NP <
< AM. Daca m(«A4) = 90°, inegalitdtile devin egalitati. 4
35. a) Daca «4 = 90°, prelungim AD cu DAA' = AD si
figura ABA'C este un paralelogram, deoarece diagonale- B

le se taie in parti egale, care are un unghi drept, deci
dreptunghic, deci diagonalele 44’ si BC sunt congruen-

avem doud triunghiuri isoscele: ABD si ADC cu un-
ghiurile de la baze egale cu a si respectiv f3.
Deci 200+ 2B =180° = o + B = 90° = «4 = 90°.

. B .
te, deci AD = TC Reciproc, daca AD = BD = DC, B D C
\A'
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b) Daca 4D > BTC , luam A’ pe AD, astfel incat

AD' = % — «BA'C = 90°. Dar «BA'C = «BA'D +

+ «DA'C> «BAD + «DAC = A4 = «4 <90°.
c) Dacd AD < BTC , ludm punctul 4’ pe prelungirea lui

AD, de aceeasi parte cu 4 fatd de BC, astfel incat A'D =
= B—2C De aici rezulta ca «BA'C = 90°, dar «BAC =
= «BAD + «DAC > «BA'D + «DA'C = «4' =90° =
= «4>90°.

Si acum sa observam conform echivalentei logice:

(P = QO < non Q = non P) implicatia ») ,,=", adica

m(«4) < 90° = 4D > BTC este echivalentd cu AD < BTC = m(«4) = 90°, care tocmai a fost

demonstrata. Analog c) ,,=" este echivalentd cu AD > % = m(«4) <90°.

36. Fie E mijlocul lui 4M. in triunghiurile dreptunghice
AMN si AMP, NE si respectiv PE sunt mediane, deci NE

= _Ai” = PE. Deci NP < NE + EP = AM. Egalitatea are

lor daca si numai daca punctele N, E, P sunt coliniare,
adica atunci cand patrulaterul ANMP este patrat. Acest
lucru se intdmpla atunci cand m(«NAP) =90°, adica
m(«ABC) =90° si MB = AB.

37. intr-adevar, din triunghiurile asemenea AEG si ABD

si apoi AGF si ADC, pe de alta parte, deducem:

E—G=£=G—F sicum BD = DC = EG = GF.

BD AD DC

38. Consideram triunghiul EDC si mediana EG, deci

F € EG. in mod analog O € EG (se stie ci o paraleld

MN prin O la bazele trapezului, este Impartitd de O in

doua parti egale). Pentru aceasta, este suficient sa ob-
MO DO _CO _ON

im ca: A0 PO _CO_ON _ oy o1=10M).
sevim & — = E T ca ap . MOI=ION]
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39. Demonstratie prin reducere la absurd. A
Sa presupunem ca EF si PO nu sunt paralele. Ducem
FE'"|| BC (E' € AC). FE'CB, fiind trapez, rezulta ca M,
0', A sunt coliniare, deci O’ € AM. Dar O € AM. insa O

E
=EBNFC;0'=BE'nFC= 0,0' e FC N AM, adica F
O=0"E=E'si EF || BC.
Reciproc, dacd EF' || BC, patrulaterul EFBC este tra-
B M C

pez si se aplica problema precedenta.

A C
40, EO_DE EO _AE |
AB DA DC AD E F

1 1 1(DE+AEJ 1

AB CD EO\DA A4D) EO

B C
41. Avem succesiv: A— = ﬂ = A—D .
EB OC BC
5 d(0,4D) AO AD

. = =——=ct. Locul geometric al punctului O este o paraleld la baze.
d(0,BC) oOC BC

A
43. Fie {E} = PO n BC si F intersectia lui PQ cu para- F
lela prin 4 la BC. Din triunghiuri asemenea, gasim:
AD m AF

DA'" n-m

>

EB+<
2

OC EB+a .BP EB . . E B A’ ¢
== si — =——, dect:
04 AF ° PA AF

BP QC EB EB+a 2EB+al2) 2n-m) n

PA QA AF  AF AF m m £
44. Fie ABCD patratul de latura 1 pe care construim in @ 4 B L
exterior patratele ABEF, ADHG, DCJI, CBLK.
Locul geometric cautat este format din reuniunea seg-
mentelor EF, GH, IJ, KL. q D C X
45. Fie {E} = AC N MN. Daca O este centrul de greuta- i 7

te al triunghiului AMN, rezulta ca AE este mediana, deci
ME = EN.

Pe de alta parte, MN este linie mijlocie in triunghiul
DBC, deci OFE = EC, adica patrulaterul OMNC este
paralelogram. Dar OM || AD, OM || BC = AD || BC.

Analog ON || DC, ON || AB = AB || CD. Deci ABCD
este paralelogram.
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46. Dreptele AM; si CM; sunt mediane in triunghiul
APC si trec prin punctul care imparte mediana OP in

1 .
raportul 3 De asemenea, dreptele BM, si DM, sunt

mediane in triunghiul BDP si trec prin acelasi punct.
Deci sunt concurente.

47. a) Se observa ca AH este a treia indltime a triunghiului ABC, deci AH 1 BC.
b) Din faptul cda C'4 L AC si BD L AC, unde D = AC N BB', rezultd C'A || BB' si analog

AB'|| C'H, deci AB'HC' este paralelogram, m(«HAB') = 90° — %m((A);

m(«HBC) = m(«HCB) = %m((A). Deci m(«4AHD) = %m({C’HB') = % (180° — m(«A4)) =
=90°— %m((A). Asadar, triunghiul 4B'H este isoscel, iar AB'HC' este romb.

¢) Rombul AB'HC’, avand diagonalele perpendiculare, rezultd C'B’ L AH, AH 1 BC, deci C'B'|| BC.

48. Tinem cont de asemanarea triunghiurilor NAF cu N A M
FBD si MAE cu DEC si calculam produsul:

Conform teoremei lui Ceva, dreptele AD, BE si CF sunt
concurente dacd i numai daca &° = 1, ceea ce este echi-
valent cu AM = AN. B D C
49. a) In triunghiul ABD, MO este linie mijlocie, deci

MO || AB si MO = %AB.

Analog, NP este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci
. 1 .

NP || AB i NP = EAB. De unde, OM || NP si MO = NP,

adica MON P este paralelogram.
b) Deoarece MO || AB si MP || DC, rezultd ca «AMO = N
= 90°, iar «AMP = «ADC = 45° + 60° = 105°. Deci
«OMP = 15°, iar «MPN = 165°.

50. Din asemanare obtinem NP = oF = rc si cum
AM OM MB

[AM] = [MB] = [BC] rezulti NP = PC = %BC. Deci BC

=2PC si m(«C) = 60°. De aici rezultd (a se vedea o
problema anterioard) ca triunghiul BPC este dreptunghic
in P, deci BP 1 PC. 4
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51. Patrulaterul MNPQ este paralelogram, deoarece are laturile opuse paralele cu diagonalele
AC si BD. Deci «4SD = «MNP. Afirmatia noastra revine la a ardta ca «N > 90° < MP > NQ

MP .
sau «N > 90° < > > NO, fapt demonstrat intr-o problema anterioara.

52. Fie E mijlocul lui AC. Triunghiurile ABC si ADC
sunt obtuzunghice in care BE si respectiv DE sunt me-
. 5 - AC . AC
diane. In acest caz se stie cd BE < > st DE < B

Rezulta BD <BE + DE < ATC+ATC =AC.

53. Intrucat m(«DBE) = 15° si m(«xABE) = 45° rezulta
m(«ABD) =30° si «ADB = 60°. Triunghiurile 40D si
BOC sunt astfel triunghiuri echilaterale, deci [OC] =
= [BC]. Dar triunghiul BCE este dreptunghic isoscel,
deci [BC] = [EC]; rezulta [OC] = [EC], adica triunghiul
OCE este isoscel. Avem m(«BPC) = 180° — (60° + 45°) =
= 75°, deci m(«OPE) = 75°, iar m(«EOP) = 75° pentru
cd triunghiul isoscel OEC are varful de 30° si unghiurile
de la baza de cate 75°.

N P

54. Fie G si H punctele de intersectie ale lui BE 1
si BF cu AC; EC intersecteazi pe AB in I. In
triunghiul /BC, AFE este linie mijlocie, deci 4 este
mijlocul lui /B. Asta inseamna cad AC este medi-
ana in triunghiul /BC, iar BE a doua mediana, iar
G va fi centrul de greutate al triunghiului /BC.

Deci AG = %AC. Analog se arata cd HC este o

treime din AC.

55. Fie {N'} = DM ~ BC. Daca aratam ca «N'AC este

drept, atunci N'= N. Intr-adevar, MB fiind linie mijlocie
. . MB B 1

in triunghiul N'DC, —=N—=— = N'B=BC=A4B
DC N'C 2

si deci triunghiul NAC este dreptunghic, deoarece medi-

ana AB = %NC.

o 4
B D
C
A B
(0
P
D E C
A B
G
E
D F C

141



56. Triunghiul BB'D este dreptunghic isoscel, deci A B

m(«BDB') = 45°. Analog in triunghiul 44'C, de aseme- v
nea dreptunghic si isoscel, m(¥4CA") = 45°. Daca O
este intersectia diagonalelor, atunci m(«DOC) = 180° — o

— (45° +45°) = 90°.

57. Sa observam intai ca OM si OP sunt in prelungire;
de asemenea, ON si OQ. Dreptele MP si NQ impart
paralelogramul ABCD 1n patru patrulatere inscriptibile:
AMOQ, MBNO, ONCP si OPDQ (avand cate doua un-
ghiuri opuse drepte). Avem: «MQO = «MAQO; «OQP =
= «ODP; «QPO = «QDO si «OPN = «OCN = «0AQ,
de unde, prin sumare, obtinem:

m(«MQP) + m(«QPN) = m(«BAD) + m(«4DC) = 180°,
adica dreptele MQ si PN sunt paralele, adicd MOPN este
trapez.

58. Fie ABCD un patrulater convex. Construim in afara acestuia triunghiul ADE asemenea cu
triunghiul ABC, luand «DAE = «BAC si «+ADE = «ABC. Din asemanarea acestor triunghiuri

rezulta: 4D = DE = AE , de unde DE = BC-4D . Pe de alta parte, triunghiurile ACE si ABD
AB BC AC AB
. AC AE . . .
rezultd asemenea, deoarece E:E si «CAE = «BAD (cazul II de asemanare). De aici:
Q = £ sau CE = M intrucat CE < CD + DE, rezulta M <CD +M sau
BD AB AB AB

AC - BD £ AB - CD + BC - AD (1). Daca patrulaterul ABCD este inscriptibil, atunci «CDA +
+#CBA = 180°, deci «CDA + «ADE = 180°, adica: CE = CD + DE, iar 1n (1) avem egalitate.

59. a) Concurenta mediatoarelor laturilor este echivalentd cu faptul ca punctul de concurenta,
fiind la egala distantd de varfuri, coincide cu centrul cercului circumscris.

b) Concurenta bisectoarelor unghiurilor este echivalenta cu faptul ca punctul de concurenta se
afla la egala distanta de laturile unghiurilor, deci de laturile patrulaterului.

60. Segmentele CE si DE sunt congruente, deoarece fac parte F £
din triunghiurile congruente ADF si BCE, deoarece AF = BE,
AD = BC si m(xDAB) + m(«BAF) = m(«CBA) + m(«4BE),
de unde rezulta ca:

m(«DAF) = m(«CBD) (criteriul L.U.L.).

61. 1) m(xCAM) = 180° — (60° + 90°) = 30°, deci AM bisec-
toare si totodata inaltime in triunghiul CAE, deci AM L CE. D ¢
2) m(«DAE) = 360° — (60° + 90° + 60°) = 150° = B C
= m(«4ADE) = 15°.

m(«DBC) + m(«BDE) = 105° + 75° = 180°, deci BC si DE M
sunt paralele, adicd BCDE este trapez si cum BD = B4 =
= AC = CE, acest trapez este isoscel.
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62. Fie E si F mijloacele laturilor 4D si BC, iar G
mijlocul diagonalei BD. EG este linie mijlocie in triun-

ghiul ABD, deci EG || AB si EG = %AB.
Analog GF || DC si GF = %DC.

Deci EG + GF = %(AB + CD) = EF. De aici rezulta ca

punctele £, G si F sunt coliniare si 4B || CD.

63. Din triunghiuri asemenea avem respectiv:

OB OF .OE 04 . .
——=—— 1 — =——, de unde, prin inmultirea celor
OD 04 0B OC

OF
ocC
spune, conform reciprocei teoremei lui Thales, ca drep-
tele EF si CD sunt paralele.

< . . OE .
doud relatii, obtinem: O_D: . Aceasta relatie ne

64. Din ipoteza rezultda ca [AF] = [EC]. De aici rezulta
ca triunghiurile AFD si BEC sunt congruente (4D = BC,
m(«DAF = m(«EBC) si [AF] = [EC]). De unde avem ca
m(«AFD) = m(«BEC) si apoi m(«DFC) = m(+4EB),
adica dreptele DF si BE sunt paralele.

65. a) Dacd AC este bisectoarea unghiului 4, rezulta,
conform figurii, cd m(«4) = m(«4,) = m(«C)), deci

triunghiul ADC este isoscel. Dar C'B = %CB (C proiec-

tia lui C pe 4B) = m(«B) = 60° = m(«C)) =m(«4) =
=30° = «4CB =120° - 30° = 90°.

b) Perimetrul trapezului este Sa.

c) Din asemanarea triunghiurilor AEB si DEC rezulta
AE_AB 2a_,

EC DC a

66. Sa observam ca triunghiurile ABM si ADP sunt con-
gruente: AB = AD, AM = AP si «+BAM = «DAP au laturi-
le perpendiculare), deci «ABM = «ADP = 90°, adica
punctele P, D, C sunt coliniare si deci P descrie un
segment egal cu latura patratului pe dreapta suport a lui
DC.

N

N

67. Relatia se mai scrie: 3(a> +b* + ) =(a+ b+l o +b*+ct=ab+bc+ca s

< (a— b)Y+ (b—c)* + (c — a)* = 0, egalitate care are loc daci si numai dacia=b=c.
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68. Relatia se mai scrie: a*(b* — ?) = (0> -~ A)(B* + ) < (B> - A - - A =0

s PP=ctob=c)saua’=b*+ 2.

69. Relatia dati este echivalentd cu: (b — ¢)(b* + ¢* — a?) = 0. Dacid b — ¢ = 0 = triunghi isoscel,
iar daci b? + ¢? — a> = 0 = triunghi dreptunghic.

70. Efectuand in (1) suma numadratorilor pe suma numitorilor, obtinem ca fiecare raport are

+Da+b+ . . .
valoarea m + 3. Deci (miDatbre m + 3, de unde b + ¢ = 2a si apoi relatiile analoage
a

a+c¢=2b,a+ b= 2c. Scizénd a doua din prima, obtinem: b — a = 2(a — b) sau 3(a — b) = 0,
adica a = b. In mod asemanator obtinem si ca b = c. Analog se procedeaza si cu relatia (2).

2. Cercul. Patrulatere inscriptibile

1. ¥OCB = w =90° — «CAB = 90° — (180° — «C'AB) = «C'AB — 90° =

=180° - %{C’O’B—90° =90° - %(C’O’B:

N

=90° - %(180°72<0’C’B)=<0’C'B. E

2.FieAD 1 BC,D € BC= OD = % =DC,

deci £DOC = 45°, dar «AEC = «COD = «AEC =45°. B v c

A
3. Deoarece AD || BE, rezultd ca AE=BD.
Deci AE+EB=EB+BD=AC < E
< m(«EAD) = m(+x4ADC), adica dreptele AE si CD sunt
paralele.

4. Fie ABCD un patrulater convex. Centrele celor patru D
cercuri tangente se afla la intersectia bisectoarelor exte-
rioare unghiurilor patrulaterului. S& aratim ca acest o))
patrulater este inscriptibil.

180°—«4 180°—

Intr-adevar, €O, = + ;
2 2
Oy 180°C 180D
2 2
«A++«B+«C+<«D _

€0 + «0; =360° —

2
=360° —180° = 180°.
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5. ADCM = AMCB (cf. caz L.U.L.), deci «CDM =

= «CBM si «CBM = «CDP (subintind acelasi arc). P/’: Q\
AQCD = ADCM (cf. caz U.L.U.), deci DQ = DM (1), ) 3.
asadar AMDQ este isoscel. Din (1) = QC = CM si D N >
«COM = «CMQ, deci CN L QM = DN iniltime in
ADOM; MP 1 DQ = MP inltime in ADQM:; WM
MP n DC = {N} punctul de intersectie al Inaltimilor, ,,”
deci ON L DM.

A B

6. intr-adevar, m(«NPQ) + m(«NMQ) =
=m(«PDC) + m(«PCD) + m(«MAB) + m(«MBA) =

:% [m(«A4) + m(«B) + m(«C) + m(«D)] = % -360° =
= 180°, adica ABCD este inscriptibil.

7. Patrulaterul ABPM este inscriptibil, deci «PMN =
+ABC. De asemenea, patrulaterul APNC este inscripti-
bil, de unde «PNM = «BCA. De aici rezultd ca triunghi-

urile ABC si MNP sunt asemenea. 4 B
F

8. a) Patrulaterul ABCI, fiind inscriptibil, rezulta:

+AIC = «FIE = 180° — «B = 180° — «D, deci «FIE + D i C

+ «D = 180°, adica patrulaterul FIDE este inscriptibil.
b) «IFE = «IDE = «ABI = «ACI, adicd EF || AC.

9. Ducem mediatoarea DM, M € AC si inaltimea AN.
Avem: «BAN + «ABN = 90° (AN L BC);

«DAC + «ABN = 90° (din ipoteza) rezulta ca:

#BAN = «DAC; «BAD = «NAC = «DMC = «BMD.

De aici deducem ca patrulaterul ABMD este inscriptibil.
Cum «BDM = 90°, rezulta si «BAC = 90°.

10. Ducem 44" 1L BC, DE 1 AC (E € AC) si DF L AB
(F € AB). Punctele E, A’ si E apartin cercului de diame-
tru AD, intrucat triunghiurile ADE, AFD si AA'D sunt
dreptunghice cu ipotenuza AD. B A. , D C

11. Se observa ca patrulaterul BHCA' este paralelogram, deoarece BH 1 AC, A'C L AC, deci
BH || A'C; analog CH || A'B. Cum intr-un paralelogram diagonalele se taie in parti egale, rezulta
ca H, M, A' sunt coliniare.
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12. Fie ¢ cercul circumscris triunghiului ABC, P = AM N ¢, Q = AN N €. Se observd ca
ABMP = ANQC, deoarece BM = NC, BP = QC si m(«xMBP) = m(NCQ). De aici rezulta ca
m(«BMP) = m(+xCNQ), deci m(«B) = m(«C) si ABC rezulta isoscel.

13. Fie AT tangenta 1n A4 la cercul ABC.

Cum AO L AT, este suficient sa aratam ca A7 || DE.
+TAE = ¥ABC (au aceeasi masura);

+ABC = «AED (deoarece triunghiurile ABD si ADE sunt
congruente, L.U.L.), deci «TAE = «AED, adica

AT || DE, de unde rezulta AO | DE.

14. Patrulaterul DBEA este romb, deoarece are
diagonalele mediatoare una alteia. De aici rezulta:

«BDE = «EDA = EF = AE .

15. Patrulaterul MNDP este inscriptibil; «DMP = «DNP
si «<NPD = «NMD, de aici rezulta ca triunghiul NDP
este isoscel dacd si numai dacd MD este bisectoarca
unghiului BMC, fapt echivalent cu AD bisectoare pentru
+BAC, care, fiind si indltime, rezultd ca triunghiul ABC
este isoscel.

C

16. Din triunghiurile asemenea 7BA'si TCA deducem:
T8 = ﬁ, iar din triunghiurile ATB si A'TC: L = AB . Inmultind aceste relatii, deducem
74 AC TC A'C

tocmai relatia din enunt.

17. Se observa mai intai ca patrulaterul AMA'N este inscriptibil, deoarece «AMA'= «ANA' = 90°.
Deci «AMN = «AA'N = «ACA', adica «NMB + «NCB = 180°, ceea ce inseamna ca patrulaterul

MNCB este inscriptibil. y

18. Conform ipotezei, triunghiul ABD este isoscel, deci

m(«4) = m(«4BD) = %m({B) = m(«DBC). Deci in

o

cercul ABD, m(«DBC) = m(<4) = %m(l/ib), deci

+DBC este unghi cu varful pe cerc, format de o coarda

si tangentd, adica BC va fi tangenta cercului ADB. B C
Observatie. Enuntul problemei poate fi extins astfel:

»Fie ABC un triunghi in care m(«4) < m(«B). Ducem BD (D € AC), astfel incat m(«DBC) =
=m(«A4). Atunci BC va fi tangenta cercului ABD”.
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19. Fie B punctul diametral opus lui 4. in triunghiul
APB, OM este linie mijlocie, deci BP =20M = 2R, iar B M
fix, deci locul geometric al lui P este cercul de centru B
sirazi 2R. / A\
B A
20. Utilizam teorema bisectoarei in triunghiul ABC: A v
A = BD = AB , de unde rezulta ca triunghiurile AEF
AE DC AC F
si ABC sunt asemenea, deci m(«4FE) = m(«A4ABC) sau
m(«B) + m(+xEFC) = 180°, adica patrulaterul BEFC este E
inscriptibil.
B D C

21. Fie AB o coarda mobilad de lungime constanta / si d
distanta de la centrul O la AB (OG =d = ct.).
Atunci EG=R—-d=const. > OM=R—-EM=

—p_Rd_ R;d = ct. (unde M este mijlocul lui

2
EG), deci locul geometric al cercurilor tangente la AB si

arcul AEB este un cerc concentric cu O, de raza

Pe de alta parte, daca N este mijlocul lui GF, ON = OF — NF =
=R—E=R— R+d:R—d _

2 2 2
A doua componentd a locului geometric este alt cerc

—_— t

concentric cu O, de raza

22. Fie F proiectia lui O pe CD si OFE = CTD Triun-

ghiurile AOE, ODF sunt congruente si dreptunghice.
Asadar, m(«40B) + m(«xCOD) = 180°, deci AC L BD si
reciproc.

23. Fie E, F, G si H mijloacele laturilor AB, BC, CD si AD. Se observa ca cele doua coarde sunt
perpendiculare pe EF, respectiv GH, care sunt liniile centrelor si cum fiecare este paraleld cu
AC, ca linii mijlocii, vor fi paralele intre ele, deci si cele doua coarde vor fi paralele.

24. a) Dreapta DE este tangenta cercului (ACE) daca si numai daca m(«DEA) = m(«ACE). Dar
m(«DEA) = m(«DCB) = m(«DBA) = m(«DCE).

b) Fie AT L AO; m(«TAC) = m(+«ABC) = m(«CDE). De unde rezulta ca dreptele AT si DE sunt
paralele, adica AO L DE.

25. AAPT = ABQT = AP = BQ si PT = TQ = APTQ este isoscel = «P + «P, = €01 + £ si
A1 + A2 = «B1 + £B», deci €41 + €4, + «P + «P, = 180°, deci AB || PQ si deci APQOB este
trapez isoscel.
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26. m(4'D)+m(DC’) = m(«DAB) + m(xDCB) = 180°, deoarece ABCD este inscriptibil. De
aici rezultd ca punctele 4’ si C’ sunt diametral opuse. Analog se arata cd B'si D' sunt diametral
opuse. Dar varfurile a doud diametre intr-un cerc determina un dreptunghi, deci 4'B'C'D’ este
dreptunghi.

27. a) Triunghiurile C'BC si ABA' sunt congruente (LUL; C'B = AB, m(xC'BC) = m(«x4ABA")
=m(«B) + 60° si BC = BA"), de unde rezultd CC'= AA'. Analog se aratd cd A4'= BB'.

b) Fie D punctul de intersectie a cercurilor ABC' si ACB'. Patrulaterele AC'BD si AB'CD sunt
inscriptibile. De aici rezultd cd m(«4ADB) = m(¥ADC) = 120°, de unde si m(«BDC) = 120°,
adica patrulaterul A’BDC este inscriptibil, adica cele trei cercuri au un punct comun.

28. a) Mijloacele laturilor sunt varfurile unui dreptunghi, laturile lui fiind linii mijlocii si deci
paralele cu diagonalele rombului, care sunt perpendiculare.

b) Picioarele acestor perpendiculare formeaza, de asemenea, varfurile unui dreptunghi.

29. Fie E = AC N BD, «+BDC = «BAC = «BCA = «BDA. In triunghiul ACD, DE bisectoare si
inaltime, deci este isoscel. De aici rezultd cd AABD = ABCD, deci «4 = «C = 90°.

VAR? -1

Fie BD =2R - AE = \J4R* -1 @,415:T =z 4R(1-2)=1,cuz=0sauz=

>

N | —

. 1 . 3 . .
z =0 nu convine. Pentru z = 5 obtinem AD = 5 Asadar, perimetrul patrulaterului ABCD va

fi.: P= 2£1+£].
3

30. a) Notam cu a. = m(«4P0O) = m(«xOPB) = m(«BPM) = 90° — 2a., iar m(«OPM) = 90° — a..
Pe de altd parte, in triunghiul OPB, m(«POB) = 90° — a., deci triunghiul OPM este isoscel, deci
OM = PM.

b) Daca 04 = 6, PA = 8, atunci OP = 10. Aria patrulaterului OAPB se poate astfel calcula in
doud moduri (tinand cont de faptul ca 4B si OP sunt perpendiculare). Astfel, aria(OAPB) =

OP-AB 204-4P 2-6-8

=0A4-AP= . De aici, AB =
opr 10

=9,6.

31.Fie 0,0/ L T,0; (conform figurii alaturate).

Din triunghiul dreptunghic O,0,0, deducem:

0,0" +0/0} =0,0? sau TT} +(R—r)* =(R+r)’ <
& T.T, =2JrR . Dar MN = NT, = NT (ca tangente

comune la cercurile O; si O,), deci MN = ~/rR . De aici
P?<rR<R’saur<MN<R.

Tz R 01' 02
32. intr-adevir, in patrulaterul inscriptibil ABCD, in care BD = DC = m, BC' = a, aplicam teo-
rema lui Ptolemeu: ad =m(b+c) => d= n (b+c)> %(b + ¢), deoarece 2m > a.
a

33. Folosind rezultatul problemei 52 — teorema lui Ptolemeu — in patrulaterul inscriptibil
ABCD, in care AB = BC = CA, rezulta: AB - DC + AC - BD = AD - BC si, prin simplificare,
rezulta relatia ceruta.
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34. Notam prin ¢ cercul dat si fie C=PB N ¢, D = PA N ¢, iar prin E= AC N BD.
in triunghiul 4BP, AC L BP si BD 1 AP, deci E este ortocentru, rezulti ci PE 1 AB.

35. In patrulaterul inscriptibil EBGM avem:

m(«BEG) = m(«xBMG); analog m(«CMF) = m(«CEF).
Pe de alta parte, triunghiurile BGM si FCM sunt aseme-
nea (sunt dreptunghice si m(«GBM) = m(«FCM), de
unde m(«BMG) = m(«FMC), deci m(«BEG) = m(FEC),
adica punctele F, E, G sunt coliniare.

36. Se constata cd m(«C) = 45°, m(«R) > 45°, m(«P) >
> 45°, Deci triunghiul CPR poate fi isoscel cu m(«P) =
= m(«R). De aici rezultd m(«MAR) = m(«PBO), adica
M se afla la jumatatea arcului AC. Deci: («B) = 22°30/,
iar m(«M) = 90°; m(«MAB) = 67°30".

37. Sa observam ca m(«x4AMB) = 180° — m(«x4ACB) si
m(«CPD) = 180° — 2 - m(«CBD). Deci 2 - (m(x4ACB) +
+ m(«CBD)) = 180° sau m(«xACB) + m(xCBD) = 90° si
atunci patrulaterul MNPQ este inscriptibil. De aici re-
zultd ca daca diagonalele AC si BD sunt perpendiculare,
atunci patrulaterul MNPQ este inscriptibil.

Reciproc, daca MNPQ este inscriptibil, atunci:

180° = m(«M) + m(«P) = %[m(z’i’) +m(CD) +

+ m(DA) - m(A4B) + m(DA) + m(4B) + m(BC) —
— m(CD) | = m(BC) +m(DA) , adici AC L BD.

38. Fie CD 1 AB" (D € AB").
Patrulaterul B'B"DC este inscriptibil («B’' = «D = 90°),
deci «AB"B = ACD, dar «AB"B = «ACB = «ABC, deci

m(«4CD) =% - m(«4B'C), adica CD este tangentd la
cerc.
39. OP fiind coardd comuna in cercurile (40B), (BOC), 0,0, va fi mediatoarea Iui OP, deci

0,0, L OB. In mod analog 00, L OD, de unde rezulta c 0;0; si O304 sunt paralele. Tot asa
se aratd ca 010; si 0,05 sunt paralele.
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40. Prelungim AP cu PB' = BP. Din faptul cd «xPM = B
= «BAM = «ABM = «APM, deci «BPM = «MPB’, ceea
ce conduce la congruenta triunghiurilor BPM si MPB’, P
de unde rezulta ca MB'= MB = MA, adica M este centrul
cercului ABB’, deci se afla pe mediatoarea lui 4B'; dar

mijlocul lui 4B’ este in acelasi timp mijlocul conturului
APB, g.e.d.

B!

3. Relatii metrice. Arii

1. AHBA' ~ AAA'C: Z_AC = % & HA'- AA'= A'B - A'C. Daci triunghiul este dreptunghic in

A, H=A4,deci AA” =BA'- A'C, adici teorema inaltimii.
2. Fie a si b laturile celor doud pitrate. Din calcul rezultd imediat AG = \a® + b’

si BF = \|2(a’ +b°) , de unde BE _
AG

3. 1) Triunghiurile ABM si BNC sunt congruente, deci 4 B

m(«AMB) = m(«BNC), deci patrulaterul PMCN este

inscris in cercul de diametru MN, deci m(«APB) = 90°. P
2) Fie PQ L DC. Din triunghiuri asemenea si relatii .

a«/g Saxf ,/,

metrice rezulta BN = ——; NP = PO =— -
2 10 .

NQ = DQ _a si din triunghiul dreptunghic DPQ D N O C

2
rezultd DP? = [45—‘1} + (3?(1) =q¢* > DP=a.

4. Teorema catetei aplicata triunghiului 4ABC ne da pe

2 2
rand: CD = A€ siBD = 48 .
BC BC

2
Pe de alta parte o = C—D A€ si analog: M D
MA BD 4B’

AN CD AC?
NB BD AB*’
5. Prin ridicare la patrat, relatia data este echivalenta cu: 4 N B
AD*+2A4D - BC+ BC*> AB?+ AC*+24B - AC. Dar BC* = AB*+ AC*§iAD - BC=AB - AC =
=28, deci AD? > 0, evident.

6.a+b+c=30,6a=bc, b*>+c?=a* Deaici (b+c)’=a*>+12a < (30 —a)’ =a* + 12a &
< 72a=900=a=125cm;b+c=175cm; b=7,5cm; c=10 cm.
7.intr—adevér,b+c=a+4§ia+b+c=24,deundea+a+4=24:>a= 10. Decib+c= 14
si b? + ¢* =100 sau b* + ¢ + 2bc = 196 = 2bc = 96 = bc =48 si b + ¢ = 14, deci b = § cm;
c=6cm.
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2 2 2 2
8. a)MDZ=“T+b2,N02=a2+%s,.iMAﬂ=aT+%. 4 M B

Deoarece a > b, rezultda ND > MN, MD, deci triunghiul

poate fi dreptunghic cu ipotenuza ND: N
2 2 2 2
2l YTy e —a s as b2 .
4 4 4 4 D C
b) Daca NMD ar fi isoscel, atunci DM = MN <
2 2 2
a a
o —+b* ==+, fapt imposibil.
4 g Ty et A
9. Fie BD = 9m; DC = 16m (m € R). Conform teoremei lui
Pitagora, AD? = 81 — 81m? = 144 — 256m?*; 175m* = 63 < 5 12
<:>m2:225<:>m=%:>BC=BD+CD=(9+6)m=
3 57D C
=25- 3 = 15. Deoarece lungimile laturilor BC, CA, AB

verificd teorema lui Pitagora: 152 = 122 + 92, rezultd ca
triunghiul ABC este dreptunghic in 4.

10. Fie D mijlocul lui BC. Atunci 4B = BD si «B = 60°.
Rezulta ca triunghiul ABD este echilateral. De aici rezulta

ca triunghiul 4DC este isoscel, cu m(«C) = %m((ADC) =

=30°. Deci «4 = 90°.

11. m(«DCB) = m(«BCA) = m(«xACE) = a.. De aici, pentru
ca punctele D, C si E sa fie coliniare, trebuie ca m(«DCE) =
= 180° fapt echivalent cu 3a. = 1890° < a = 60°.

12. Utilizand teorema lui Ptolemeu in trapezul isoscel
ABCD, care este in acelasi timp patrulater inscriptibil, re-

zultd: d = vJab+b* .
a

2
13. Fie AB=b, BC = a; AD* = b* - (Zj ;

2 2 22 A
AG ZEADZE'\/% = :\/417 ¢ Deci:
3 3 2 3
2 2 2 2
BG2=BD*+GD*= L+ lAD :a_+l pr_4 : E
4 3 4 9 4
4b2—a2 a2 bZ a2
24G*+BG*=2 - —— 4 — 4 ——— =
9 4 9 36 B D C
2 2 2 2 2 2
_ 8 2a b BaT 4, 207 240 4o ype
9 36 9
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14. Fie a, b, ¢ laturile triunghiului dreptunghic. Relatia teoremei lui Pitagora: a® = b + ¢? admi-
te o rezolvare in numere intregi, folosind identitatea: (m? + n?)?> = (m?> — n?)> + 2mn)?, cu a =
=m>+n*, b=m?>—n? c=2mn,m,n € N, m> n.

15. Daci a, b, ¢ se exprima prin numere intregi, atunci a = m? + n%, b=m? —n?, c = 2mn, m, n €
e N, m>n.Decia+b=c=2m(m+ n),iar a* + b3 + & = 2m?*(m + n)(m> — m*n + mn* + 3n?),
deci este divizibila prina + b + c.

2

16. Daca AB || CD, atunci aria(4DC) = aria( BDC), deoarece aria(4DC) = %DC - AA', iar

aria(BDC) = lDC - BB' (44" si BB' L DC, A', B' € DC) si AA' = BB'. Dar aria(4DC) =
> 3 3

= aria(BDC) < aria(40D) + aria(DOC) = aria(BOC) + aria(DOC) < aria(40D) = aria(BOC).
Reciproc, daca aria(4OD) = aria(BOC) < aria(ADC) = aria(BDC) < %AA’ -DC= %BB' -DC <
< AA'=BB' < AB|| CD.

17. Notam cu a latura triunghiului echilateral si sa ob-
servam ca: ppc + epa + lups = Hypc sau:

a-?M +a~2DP+aé)Q :a—;l, unde / este indltimea

triunghiului ABC. De unde: DM + DP + DQ = h.

18. Deoarece Q este centrul de greutate al triunghiului

ABC, avem: AQ = %AM; AS = %AM; OS=04-4S=

—(2_1 AM = lAM. Analog OR = lBN. De unde:
3 2 6 6

P ‘
lAM "
@:6__1%— _OR Geci |1 4B | MN, A
B M

1

> = -
04 : UM 6 4 Q
adica MNRS este trapez, ori se cunoaste ca intr-un trapez triunghiurile determinate de diagonale
cu laturile neparalele sunt echivalente, deci Sory = Sosw.

oY

C

19. Fie /; si A, distantele de la M la dreptele AB si CD.
Trebuie sa avem AB - hy = CD - hy, de unde h; = h.
Dacé punctul M are distantele egale la dreptele AB si
CD, el se afla pe una din bisectoarele unghiului format
de cele doua drepte, deci locul geometric este alcatuit
din bisectoarele unghiurilor formate de dreptele AB si
CD.

20. Vom analiza diferitele cazuri. Dacé triunghiul MNP are o latura MP pe baza mare a trape-

o . . MP- .
zului si varful N pe baza micd, atunci S,,, = 5 h S%

, egalitatea avand loc cand cele
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doud baze coincid. Celelalte cazuri se reduc la aceasta daca tinem cont de faptul ca aria unui
triunghi nu se schimba daca varful se misca pe o paralela la baza.

A N B A N B

DM a P C D amp P C
De exemplu, dacd N € AB, M € AD, P € DC, ducem 4 B
MM' || NP i Synp < Snurp < %. N
Daci P € DC, M e AD si N € BC, ducem MM’ L DC, M ‘ﬂ\
NN' 1 DCsiPP'L DC, P' € MN. ‘ c

. ah Dy P
Atunci SMNP = SM”P'N’ < 7 .

21. Fie a latura rombului. Atunci diagonalele rombului

a*\3 a

vor avea dimensiunile a si a3 . Aria sa va fi .
2 a
Paralelogramul va avea deci laturile a si a3, iar
2
B
C
D

paralelogramul respectiv au raportul ariilor NER
22.Fie BE,DF 1 AC(E, F € AC). Avem:

2
= AC - (BE + DF). Dar prin ipoteza: 25 = AC - BD, deci A

AC - (BE + DF) = AC - BD & BE + DF = BD. De aici

rezultd £ = F = O, adica BD 1 AC, adica triunghiurile

AOB, BOC, COD si DO A sunt dreptunghice. Pe de alta

parte, se stie ca Intr-un triunghi dreptunghic, ortocentrul

se afla in varful unghiului drept, deci problema a fost

rezolvata.

23. Sa remarcam ca aria(AMN) = aria(AMDC) + aria(DCN), unde D = MN N BC. Pe de alta
parte, daca tinem cont ca aria(MDB) = aria(DNC), deoarece BMNC este trapez, rezultd ca
aria(AMN) = aria(AMDC) + aria(DCN) = aria(AMDC) + aria(BMD) = aria(ABC) = ct.

24. Fie O intersectia diagonalelor AC si BD ale parale-
logramului ABCD. Triunghiurile AOB si BOC au ace-
easi arie intrucét au bazele egale A0 = OC si inaltime
comund: d(B, AC). Analog si pentru celelalte triunghiuri
componente.

indltimea % . Ariasava fi 3% . Asadar, rombul si
AC-BE AC-FDJ _

28 = (Sasc + Sacp) = 2(

B

a;
Q
Q
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Reciproc, fie ABCD un patrulater convex si O intersectia diagonalelor sale. Intrucat
6(4A0B) = 6(BOC) si cum cele doua triunghiuri au Indltime comuna, rezultda 40 = OC. La fel
se aratd cd BO = OD, iar patrulaterul ale carui diagonale se taie in parti egale este paralelo-
gram.

A M B

25. Sa remarcam ca aria(AMQ) = % aria(4BD) si
aria(NPC) = %aria(BCD). Deci aria(AMQ) + aria(NPC) =

aria(4BCD). Pe de alta parte, MNPQ este paralelo-

S

gram, deci aria(MRQ) = aria(RPN) = %aria(MNPQ). D
Dar aria(MNPQ) = aria(ABCD) — [aria(AMQ) + aria(PNC) + aria(BMN) + aria(DQP)] =

= aria(ABCD) — %aria(ABCD) = %aria(ABCD). Asadar, aria(AMRQ) + aria(CNRP) =
= aria(AMQ) + aria(NPC) + aria(MQOR) + aria(RNP) = iaria(ABCD) + iaria(ABCD) =

aria(ABCD).

| —

26.Din >~ > =b,(a+b?—-22=25si *=abrezultd: b* —~ab=b=b-a=b=>b-a=1=
Sb=a+1siQa+12-2a(a+1)=25<a+a-12=0,cua=3,decib=4,c=23;
P=12+ 12\/§.Pentruaaﬂa aria, ducem AD | BC, AD =h, CD =x, DB =3 —x, deci:

13 V407 3-4/407 <407

£2-=023)Y +3-x) @ x=—=h="""":aria(4BC) =
(2v3)* +(3-x) < . (4BC) < 1

27. Din cele doua relatii obtinem: a® +b*+ 2 =ab + bc+ca < (a—bP?+(b—c)P’+(c—a)P’ =0
< a =b = c, deci triunghiul ABC este echilateral. Astfel, prima relatie devine: 3a> = 43 sau

2 4\/§ az\/g

a = 5 Pe de alta parte, se stie cd aria triunghiului echilateral de laturd a este S = 1
3

Deci §= £ 3 :ﬂ-ﬁzl.
4 3 4

28. Fie [ centrul cercului inscris si M, N, P proiectiile
acestuia pe laturile 4B, BC, CA. Avem:
Sapc=Spic + Scia + Sum & S = %+b—;+02—r =

a+b+c

2
Pe de alta parte, b + ¢ = AC + AB = AP + PC + AM +
+MB=r+ CN+r+ BN=2r+ BC=2r+ a. Din aceste
doua relatii, deducem ca S = r(a + r).

< S=rp,unde p =
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29. Din asemdnarea triunghiurilor CFD si CC'B obti-

CF CD . . y . .
nem: —— =——, iar din asemanarea triunghiurilor
CcC' CB
BE BD

BED si BB'C: — =——. Adunam aceste doua relatii:
BB'" BC
CF N BE CD+BD BC
CC'" BB’ BC
AB-CF  AC-BE AB-CF AC-BE
C C C N C 1o B D C

=1, care se mai scrie:

+ =le
AB-CC'" AC-BB' 28 28

S AB-CF+AC - BE=12S.

30. Date fiind segmentele a si b, ipotenuza triunghiului
dreptunghic care are catetele a si b va avea lungimea

Va* +b* . Dandu-se un segment /, ipotenuza triunghiu-

lui dreptunghic isoscel de catete / va fi IN2 . In cazul a
nostru, ipotenuza triunghiului dreptunghic isoscel de

catete \a® +b’ va avea lungimea +/2(a’ +5b°) .

31. Daca laturile sunt 2n — 2, 2n + 2, conform cu enuntul, atunci S = 6n; pe de alta parte, daca p
este semiperimetrul, atunci: $? = p(p — a)(p — b)(p — ¢) < 36n* =3n(n + 2n(n —2) < 3> - 4) =
=36 < n*=16,n=4< a=10, b =38, ¢ = 6 care sunt numere pitagorice, deci triunghiul cu
aceste laturi este dreptunghic.

32. Dintr-un varf al unui poligon convex cu n laturi putem duce n — 3 diagonale. Deci din n
varfuri vom avea n(n — 3) si pentru cé ele au fost astfel numarate de doua ori, numarul de dia-
n(n-13)

gonale va fi:

. Pentru ca acest numar sa fie prim, trebuie ca unul din factori sa fie egal

culsau2:n—-3=1= n=4,cazul patratului, sin —3 =2 = n =5, cazul pentagonului.
33.a) Dacd notam cu / latura poligonului regulat cu n
laturi, atunci aria sa poate fi calculata in doud moduri:

A =4 +4 +..+4

Ay A, A4, M, A, MA, AMA,
_ 14 +l~d2 +m+l~dn _ Id +d,+..+d)) .
2 2 2 2

n

In acelasi timp, 4,, , =n- . Egaland, obtinem:

d+d, +..+d
a = 1 2 n .

n

n

INERENE) lﬁzyﬁ_

b) d, +d, +d, =3a, :3.727; d+d,+d,+d,+d, +d =3~T

. S S S . . a+b+c
34.Sestiecd r, = b= JF = , unde S este aria triunghiului, iar p = ——.

p—a p—>b p-c 2

+ 5 =a <aS=ap-bD)p-c)=pp—a)p—-b)p—c)=
p—-b p-c

=p-bp-clpp-a)=@p-b)p-c)=pb+c—a)=bcs (b+c)P—a*=2bc
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& b+ ¢? = @2, relatie rare Inseamna cd triunghiul ABC este dreptunghic in 4.

4. Probleme recapitulative si pentru cercurile de elevi

1. Din faptul c& ABH,C = ABHC rezulta «BH,C = «BHC. Dar B
m(«BHC) = 180° — m(«CHB") = 180° — m(«A4), deci m(«4) +
+ m(«BH,C) = 180°, adica patrulaterul ABH,C este inscriptibil.

2. Intrucat [HD] = [DM] si [BD] = [DC], patrulaterul HBMC
este paralelogram. De aici m(«BMC) = m(«BHC) = 180° —
m(«A4), adica patrulaterul ABMC este inscriptibil.

3. AMPC ~ AABC = K:M—C;AAMQ~AACD:
AB  AC B 4"~
= MO = AM . Adunand aceste relatii avem: M
CD AC

MP N MO _ MC+AM _ |

AB CD AC '
4. Fie p semiperimetrul triunghiului, iar R si O pe Ox, Oy, astfel incdt OR = OQ = p. Construim
cercul tangent la laturile unghiului in R si Q. Tangenta dusa din P la acest cerc (cu punctul de
tangenta in interiorul triunghiului ORQ) taie pe Ox si Oy in 4 si B. Astfel triunghiul AOB este
obtinut.

5. Plecdm de la inegalitatile evidente: a> > a> — (b—c¢)*=(a— b+ c)(a + b —¢);

Bz~ (c—aP=0bB-ct+ta)b+c—-a)sic?>c*—(a—b)*=(c—a+b)c+a-—b)pe care le
inmultim membru cu membru si obtinem: a’b*c® = (a + b — c)(a + ¢ — b)(b + ¢ — a)? si tinand
contcia+b>c,b+c>a,c+a>b, putem extrage radicalul, obtinand inegalitatea ceruta.

6. Unim P cu 4 si cu B; PA si PB intersecteaza cercul in C si D. Evident, BC L AP si AD L PB.
Deci H=AD n CB va fi ortocentrul triunghiului APB, adicd PH 1 AB.
7. Relatia se scrie: (a — 2k)* + (b — 3k)* + (¢ — 4k)* = 0 < a = 2k, b = 3k, ¢ = 4k. Pentru o altd
valoare k', obtinem: a'= 2k"; b’ = 3k'; ¢' = 4k’, de unde i' = 5 = i, = % , adica relatia generea-

¢

74 laturi de triunghiuri asemenea.
8. Relatia se scrie: (@ + ¢ —2b)>+ (b—c)?’=0<a+c-2b=0sib—c=0<a=b=c.
9. Fie £ si F proiectiile centrelor O, si O, pe MN. Patrulaterul O,0,FE este trapez dreptunghic
in care MN = 2EF si EF < 0,0, (EF este distanta dintre paralelele O:E si O/, in timp ce 0,0,
este oblicd). De aici pozitia de maxim se va obtine ducand paralela prin 4 la 0,0..

10. Daci E, F, G, H sunt punctele de tangenta ale laturilor AB, BC, CD si AD cu cercul, atunci
se observa ca [AE] = [AH], [BE] = [BF], [CF] = [CG] si [DG] = [DH] (ca tangente duse din
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acelasi punct). Adunand aceste relatii se obtine relatia din enunt. Reciproca o demonstram prin
metoda reducerii la absurd, presupunand ca are loc relatia din enunt. Daca patrulaterul nu ar fi
circumscriptibil, existd un cerc tangent la trei laturi ale acestuia AD, 4B, BC (obtinut de exem-
plu, construind bisectoarele din 4 si B, care se intersecteaza in centrul O al acestui cerc). Fie
EF || DC, EF tangent la cercul (O). Presupunem cd DC n (O) = <. Patrulaterului ABEF i pu-
tem aplica proprietatea directd: AB + EF = AF + BE; pe de alta parte: AB + DC = AD + BC sau
AB+DC=AF+FD+BE+EC < DC-EF=FD+EC < DC=DF + FE + EC (contradictie).
11. a) Patrulaterele BPMA'si A'MNC, fiind inscriptibile, putem scrie: m(«BMA") = m(«BPA") =
= m(«BAA") + m(«PA'A), m(+xCMA") = m(«CNA") = m(«CAA") + m(«NA'A) care adunate dau:
m(«BMC) = m(«BMA") + m(«CMA") = m(«BAC) + m(«PA'N).

b) m(«BMC) = 2m(+4) < «PA'N = «4 & m(«MBA) + m(+«MCA) = m(«4) < m(«BMC) =
= 2m(«A). Astfel, punctul M se va gasi la intersectia arcului de cerc, capabil de unghiul 2«4 cu
indltimea 44"

12.4 = f—g.

13. (Ri + B2 = 0,0} =TT} +(R, —R,)* < T,T} =4RR, < T,T, =2/RR, .

2 p2
14.d=,/9r—R,r£R£3r. y
8 C B,

15. a) AdBA, = AC1BC ([AB] = [C1B];

[BC] = [BA1] si «CiBC = «ABA; = «B + 60°.

Deci [441] = [CC\i]. Analog si pentru cealalta egalitate.

b) Fie T al doilea punct de intersectie a cercurilor (4C1B)

si (AB:C). De aici: m(«47TB) = m(«4TC) = 180° — 60° = B

=120° = m(«BTC) = 120°. Dar «BTA; = «BCA, = 60° = C
= «ATA, = 180°, deci punctele A, T, A, sunt coliniare.

Analog B, T, Bisi C, T, C.

Se vede cd m(«4ATB) = m(«BTC) = m(«CTA) = 120°.

16. Utilizand teorema Iui Pitagora in triunghiul drept-
unghic ABD si BDC avem:

AB?=AD*+ BD*=AD*+ BC* - DC* =

=BC?+ (4D + DCY(AD — DC) = BC* + AC(AC - 2DC) =
=BC*+AC*-24C - DC.

Relatia (1) se mai numeste relatia teoremei lui Pitagora
generalizata.

in cazul cand m(«C) > 90°, termenul 24C - DC se ia cu
semnul +, iar in cazul triunghiului dreptunghic, acest ter-
men dispare, deoarece D = C.

17. Fie AO L (A). Conform cu figura, avem:

AM? = AN*+ MN? - 2MN - ON;

AP*= AN* + NP* + 2NP - ON.

Inmultim prima relatie cu NP si a doua cu MN si (A) '

adunam: M O N P

AM? - NP+ AP? - MN = AN*(MN + NP) + MN - NP(MN + NP) = AN? - MP + MN - NP - MP.
157




Observatie. Ca aplicatie, putem calcula lungimea medianei AN intr-un triunghi de laturi a, b, ¢
200> +c*)-a’
2 .
18. Fie ABCD dreptunghi si O punctul de intersectie a diagonalelor. Atunci MO este mediana
in triunghiurile AMC si BMD. Relatia medianei ne da:
AMO? = 2(AM?* + MC?) — AC* = 2(MB* + MD?) — BD?

si cum AC = BC rezultd relatia (1).

Reciproc, daca are loc relatia (1) pentru orice M din plan, atunci ludm pe rand M € {4, B, C, D}
si obtinem:
M=A4= AC*= AB*> + AD?
M=B = AB*+ BC® = BD?
M=C= AC*=BC*+ CD%
M=D = AD*+ CD?=BD"

De aici deducem: AB* + AD? = BC* + CD? si AB*> + BC? = AD?> + CD?, de unde, prin scidere:
AD? — BC* = BC? — AD?* = AD = BC si apoi AB = CD, asa incat, tinand cont de relatiile de mai
sus, obtinem relatii ale lui Pitagora, deci ca ABCD este dreptunghi.

19. Intr-adevar, trei drepte paralele intre ele, duse prin 4, B si C taie pe (A) in A;, By si Cy. Din
asemanari de triunghiuri deducem:

PA A4 MB BB NC CC

PB BB 'MC CC NA A4

pe care le Inmultim si obtinem (1).

Reciproc, daca pe laturile AB, AC si prelungirea lui BC
luam punctele P, N si M, astfel incat sa aiba loc relatia
(1), atunci punctele M, N, P sunt coliniare. Sa presupu-
nem, prin reducere la absurd, ca M, N, P nu sunt colinia-
re. Atunci dreapta PN intersecteaza prelungirea lui BC
in M'. Conform teoremei directe, avem:

PA MB NC

L2 Q)
PB M'C NA

obtinand: m_ =

si comparand cu (1), rezulta MB = MB si cum M si M’ sunt ambele exterioare segmentului
MC MC

BC, rezulta M'= M.
Observatie. Reciproca teoremei lui Menelaus se foloseste adesea la demonstrarea coliniaritati-
lor de puncte.
20. Fie O punctul de concurenti al celor trei drepte. In triunghiul ABA’ tiiat de transversala
C'OC, aplicam teorema lui Menelaos, care ne da:

C'A CB 04" 1

CB CA' 04
In mod analog, in triunghiul A4C 4’ tiiat de transversala BOB":
(3) B4 BC 04" _ 1.

B'C BA' 04
Impartind (2) la (3), obtinem (1).
Reciproca se demonstreaza prin reducere la absurd, similar
reciprocei teoremei lui Menelaus.
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Observatie. Reciproca teoremei lui Ceva se poate folosi pentru a demonstra ca trei drepte sunt
concurente in triunghi. in acest fel se poate demonstra concurenta medianelor, bisectoarelor si
inaltimilor Intr-un triunghi.

21. Teorema lui Menelaus, aplicata triunghiului ABA4’, ne da:

ACT CB 1A' ACT 1 Ca
C'B CA'" I4 " CB 14 CB

in mod analog, in triunghiul 4CA":
B4 BC '\ g BA_ A BA
B'C BA" 14 B'C 14" BC

Adunim (2) si (3):

AC’+B'A_£ CA'+BA" _I4
C'B B'C I4 BC '

22. Folosim relatia lui Van Aubel in triunghiul ABC si inegalitatea mediilor:
xX+y> 2\/5 (x, ¥ 2 0, cu egalitate pentru x = y). Obtinem:
MA MB MC (FA EA j(FB DBJ(EC N DCJ S
EA DB

MD ME MF FB EC)\FA DC
> 8 \/F_A.E_A.E.E.E.DC
- \FB EC FA DC EA DB

23. a) Patrulaterul 4'B'C'A,, fiind trapez isoscel (B'C' —

AB
linie mijlocie, deci B'C' || BC si C'4; = 5 = A'B") este

inscriptibil, deci 4; € (4'B'C"); analog Bi, Ci € (A'B'C’). Pe
de altd parte, din faptul cd 4oC' || BH rezultd «AC'Ay =
= «ABH = «Cy4,H (patrulaterul C1HA,B este inscriptibil),
deci AoC'C1A4, este inscriptibil, adicd 4y € C'C14;). Analog
se aratd ca By si Cy apartin aceluiasi cerc.

b) 414" si BB’ sunt coarde in cercul lui Euler, deci media-
toarele lor se intersecteazd in centrul cercului, care este B A A C
punctul ®, mijlocul lui OH. In triunghiul HBO, BoO este

e . . . R .
linie mijlocie si raza 1n cercul lui Euler, deci 7, = > unde OB = R este raza in cercul (4BC).

c¢) AoA' este diametru in cercul lui Euler (40414’ este drept), deci trece prin ®. De aici rezulta:

AAoHo = AwOA'= OA'= A)H = ATH

Ag Hg AH 2

d) Fie g=A4'n OH; AAHg ~ AgOA", . Dar 44" este mediana si punctul

A' g0 DA
N . ' a Ag 2 . .
g imparte mediana A4’ in raportul ) = T deci g este centrul de greutate, g = G; de aici rezul-
&

ta ca punctele H, ®, G, O sunt coliniare.
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GEOMETRIE iN SPATIU

1. CB 1L AB = CB 1 (¢) = CB L BD. Pe de alta parte, CB L (q), BD L AD, conform teoremei
celor trei perpendiculare rezultda CD 1 AD.
2. a)Fie 4, =04'n BC, Bi=0B' N ACsi C1 = OC' N 4B. In triunghiul O4,C) observiam ci:
oc = o4 = 2 , deci A'C" || 41C\. In mod analog se arati ca A'B' || AB, de unde rezulti ci cele
OC, 04 3
doua plane sunt paralele.
aria ABC _( AB T _(2/1131 T o

aria A'B'C' \ A'B' A'B '
3. Fie d dreapta dusi prin S paraleld cu AB. Evident d € (SAB). In acelasi timp d || CD, deci d €
€ (SCD). Asadar, dreapta d dusa prin S paralela la laturile AB si CD este dreapta cautatd. Toto-
data, paralela prin S la AD si BC va fi dreapta comuna planelor (SAD) si (SBC). Fie aceasta d'.
Dreptele d si d' determina un plan m; paralel cu 7, deoarece contine doud drepte concurente
paralele la m.
4. Deoarece CB 1 (q), BD L AD = CD L AD. Asadar punctele B si D se afla pe sfera de dia-

metru AC. Dar AC = \Ja® +b* , deci V = %(a2 +b*Wak +b* .

5. Triunghiul ACD, fiind dreptunghic in 4, obtinem: CD
— a6 . Fie BE L CD. a 2/,'\
Notim CE = x; ED = a+/6 — x. Tinand cont ci: 450 @ \2a
C 30
BEQ:az—x2:3a2—(a\/g—x)2<:>x: a36 = E
D
— BE = a\3/§ si AE = 2a;/§ . Deci %%y = aria(4ABC) + aria(4BD) + aria(ACD) + aria(BCD) =
: D
= “7 (1+3v2+43).
2
6. Apram) = a2 ;o= 60°

7. Din AD L (ABC) = AD 1 EC.

Apoi EC L AB si EC L AD = EC 1 (A4BD) =
— EC L BD.

Deci BD 1 ECsi BD 1 EF = BD 1 (EFC).

8. ABCD paralelogram = AB || CD si cum OM L AB
rezulta OM 1 CD. Dar OP 1 CD, deci CD L (OMP).

Pe de alta parte, CD c (ABCD) =

= (OMP) L (ABCD).

Analog se arata cd (ONQ) L (4BCD).

Dar OS = (OMP) N (ONQ) = OS L (ABCD). M
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9. AB*> = AA” + A'B* = AA"” + A'B” + B'B%. Tinem cont c&: sin(ri, AB) = Ij_;; sin(m,, AB) =

’

BB" . . A . L .
= B si sin(A'B', AB) = A—g, unde C este punctul de intersectie dintre paralelele prin 4’ la

BB'siprin B la A'B’. Relatia rezulta astfel imediat.
10. Sa consideram inaltimile VE in triunghiul VAB si CF in ABC (F, F € AB). Fie M € VC
arbitrar, iar N si F proiectiile lui M pe planele VAB si ABC. Se observa imediat cda N € VE si
P e FC. Tetraedrul VABC se descompune astfel: #usc = Tvas + Thiapc =
_ AB~VE-MN+ AB-FC-MP si cum VE = FC = AB-VE -(MN + MP) _
6 6 6
= MN + MP = ct.
11. Se observa ca triunghiurile BMN, CNP, DPQ si AMQ sunt congruente (conform criteriului
LUL), deci MN = NP = PQ = MQ. De aici rezulta ca triunghiurile MNQ si PNQ sunt echilatera-
le. O fiind mijlocul lui NQ, rezultd MO 1 NQ si PO L NQ, adica planul MOP va fi perpendicu-
lar pe NQO.
12. Fie B'’E L MB. Conform teoremei celor trei perpendiculare, C'E 1 MB.
’ ' 2
OB =0+ B, dar = BMBB VS i o 300 o @30
MB 5 25 5
14. Fie un triedru tridreptunghic (O4 L OB 1L OC L OA), cu C
OA =a, OB =b, OC = c. Planul (4BC) determina triunghiul
ABC de laturi x, y, z ale céror lungimi sunt cele din proble-
ma. Se vede ca OC L (AOB). Ducem OD 1 AB = CD L
1 AB (D intre A4 si B, deci unghiul C este ascutit). Proce-

dand asemanator, rezulta ca si unghiurile 4 si B sunt ascuti- ’ B
te. Din cal:zl rezulta: . e s y D
OD= ——;CD* =" + =

Ja? + b a’+b’ a’ +b’

Deci aria(4BC) = %\/azbz +h A +cd .

V=ct.=

. . e . 1
16. Fic a, b, ¢ dimensiunile si d diagonala. Avem: &> = a> + b> + > 2 ab + bc + ca = E&/tm.

Deci o < 2d? = const. De aici max .%oy = 2d°, care se realizeazd pentrua=b=c = %
3
17. Fie E, F, C proiectiile lui N pe AB, BC si CA. Con-
form reciprocei teoremei celor trei perpendiculare, din

NM 1 (ABC), NE L AB = ME | AB.

Analog MF 1 CB si MG 1 AC. In acest caz am ajuns la
problema dreptei lui Simson.
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18. Utilizam teorema bisectoarei in triunghiurile ABC si
MB _AB _ AC _ NC
MD AD AD ND

conform reciprocei teoremei lui Thales, MN si BC sunt
paralele, deci MN este paralela si cu planul ABC.

ACD si vom putea scrie:

B'y'D
N
19. Fie A0 L (BCD) = BC L AQ, BC 1. AD = BC 1 OD.

C
Fie E=OD n BC, OF L OD, OG L BD. Astfel, AADF = AADG, deci AF = AG si apoi AAOF
= AAOG, deci OF = OG. In fine, din asemanarea de triunghiuri:
o6 = ob = be si or = oD = bE si cum DF = DG = BE = CE, adici in triunghiul 4ABC
BE BD DE EC DC DE
AB este mediatoare, deci AB = AC. vV

20. Fie AE L BC, AV = h. AB = ¢, AC = b, BC = q,
m(«VAB) = m(xVAC) = 90°. Relatia data se mai scrie:
(he)* + (hb)? + (a - VE)* = (a - AE)2 S PP+ A =
=dXAE? - VEH) o PP+ A =a> - PP o b+ 32 =ad%,
adicd triunghiul ABC este dreptunghic. Reciproc, daca
triunghiul 4BC este dreptunghic in A4, relatia datd se
dovedeste adevarata.

21.Notamcua=VA,b=VB, c= VC si sd constatam ca

V= % gza_bc Pe de alta parte, — ,LW&/&/ =

22. Fie triunghiul dreptunghic VAB, VE L AB si D mijlocul lui 4B. Atunci VE < VD =

AB

Daca E, F, G sunt proiectiile lui V pe laturile AB, BC, CA, atunci vom avea:

VE+VF+VG<£+B—C g
2 2 2
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Egalitatea are loc cand triunghiurile dreptunghice AVB, BVC, CVA sunt si isoscele, deci
V4=VB=VC.
23. Fie ABCD tetraedrul dat, E, F, G, H, I, J mijloacele muchiilor 4B, BC, CD, DA, AC, BD
respectiv. Planul determinat de muchia AB si punctul G, mijlocul lui CD, contine segmentul
EG, care este diagonala 1n paralelogramul EFGH. Tot EG este continut si de planul (CD, E).
Ori se stie cd cele trei diagonale EG, FH si IJ au un punct comun.
24. Fie AO perpendiculara coboratd din A4 pe planul BCD, iar E = OD m BC. Din BC L 4D si
BC L AO rezultd BC L (A0OD), deci BC L ED. In triunghiul BCD, ED este iniltime si mediana,
deci BCD este isoscel de baza BC, adica BD = CD si tetraedrul rezulta astfel regulat.
25. Daca M, N, P sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, ACD si ABD aflate pe medi-
AM AN AP 2 .

= = ==, deci planele
A4,  AA, A4, 3
(MNP) si (BCD) sunt paralele si in plus raportul de aseméanare al triunghiurilor MNP si 414,43

2
_OIMNP] _ (Ej .Dar o[ 4, 4,4,]= L S1BCD]. Deci o[MNP] = Lo[BCD].
o[ A4, 4] 4 9

anele AA1, AA>, AAs din cele trei triunghiuri, atunci:

este % . Rezulta:
3 3

Fie Q01 L (MNP), Q € (BCD), 01 € (MNP) si AA' 1 (BCD); deoarece planul (MNP) se afld la
% de varful 4, rezulta ca QQ: = %AA " Asadar:

VIOMNP] _QQ,-o[MNP] 1 1 _ 1
VIABCD] AA'-o[BCD] 3 9 27

26. Demonstram prin reducere la absurd.

Fie D =AC A (MNQ) si P'= AV A (MNQ).

In triunghiul ABC aplicam teorema lui Menelaus:

——.——-——=1,deunde DC =4DA.

MB NC DA
. . P’ DA QOC
Analog, in triunghiul VAC, avem: V——Q—z ,
P’ DC QV
deci VP'=8P'4A < £=§ == V—A=2,adicéAP': ﬂzg, ceea ce inseamna cd P'= P,
P4 1 P4 1 9 9

de unde rezulta ca M, N, P, O sunt coplanare.

27.a) MNPQ este un paralelogram cu laturile paralele cu muchiile 4C si BD. Perimetrul sau
este: 2(12 + a).

b) In cazul unui tetraedru regulat, muchiile opuse sunt perpendiculare, deci MNPQ are unghiuri
drepte. In acelasi timp, daca M este mijlocul lui 4B, laturile sale devin linii mijlocii, deci egale
intre ele.

28. Notam cu a, b, ¢, d, e, f lungimile muchiilor tetraedrului si vom obtine urmatoarele relatii:
dte=b+c,a+td=b+fc+tf=a+c;d+f=a+b;e+b=d+c;e+f=a+c. Scizand din
d+e=b+cpee+b=d+cobtinem: d—b=>b—dsau2d=2b,d=>b. De unde rezulta apoi:
e =c si f=a. Deci fetele tetraedrului rezulta astfel triunghiuri congruente.

b*> be ¢
. S, -BD CD-AD-BD , 4 4 b 1 (bcY W
2-2) Yooy == =€'[7j "6
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d) A/A‘B’CD :ﬁ‘6_a:b2 23
Ve 6@ be @

30.a) Fie H'= AA' N BB', AA' si BB’ inaltimi in triunghiul

ABC. Avem: AO 1 (OBC), AA' 1. BC = BC L 04'si

BC104= BC1(404") = BC 1 OH".

Deci OH' L BC. Analog se aratd ca OH' 1 AC, de unde

rezultd cd OH' 1 ABC, deci H' = H, adica H, proiectia

lui O pe planul ABC, este ortocentrul triunghiului ABC.

b) Notim OA4 = a, OB = b. OC = c. in triunghiul drep-

tunghic OBC, 04'= — 2.
Vb +c?
2 2
AAP = 0L + 04 =22+ 2 _
b’ +c*
B a’h’ +b’c* +c’a’
b +c*

Pentru a calcula pe OH vom calcula volumul tetraedrului B
OABC in doud moduri.

1 1
%ABC == - SOBC - 04 = a—bc; 7/0,43(; = — - SABC . OH, de unde: OH = abe .

3 6 3 \/azb2 +b’ct +ctad’
Deci: 1 b +b’d+ld’ _L+L+L_ 1 N 1 N 1

" OH’ a’b’c a@ b ¢ o4 0B 0C
b*c? a’h’c’ b*c*
c) HA? = OA” - OH* = - = , de unde:
b*+c* a’b*+bF +ctat (B +)aPh + b +cta)
. HA' . L . .

sino= —= be si prin analogie sin? o + sin?§ +sin®y =

o4’ \/a2b2 +b’ct +cta’

b’c? a’h’ a’c

= + + =1.
a’b’ +b’c* +c’a’ @b +bcC +c’ad’ d’b+b +cCd’
32.a) Se observa ca triunghiul ABD este echilateral, iar m(«xEAB) = 30°, unde AE 1 BC. Se

2 _ 2
deduce din calcul: MB = MD = ,/%Ta s MC = \J4b* =3a° .

b) d(S, BD) = MO = b.
aN'T |
2 b

33.2) d(S, BC) =

b) d(4, (SBD)) = A0 =

>

a2
2
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c) Fie (A) o paralela prin B la AC. Cum PQ || AC, rezulta PQ || (A). Daca O este mijlocul lui
AC, BO 1 AC, deci BO L (A), dreapta (A) fiind comuna planelor (BPQ) si (ABC). Pe de alta par-
te, se observa imediat ca BQ L PQ, deci BQ L (A). Asadar m(«(BPQ), (ABC)) = m(+¥OBQ) = a,;

a
tga=%= 2 =£ = a=30°.
OB 43 3
2

34.2) AG || PO, PQ c (CFP) = AG || (CFP).

b) Din triunghiul isoscel HCF avem ca HQ | CF. Pe de alta parte, PQ || AG, AG L HQ, deci
HQ 1 PQ, deci HQ 1 (CFP).

35. Fie F mijlocul lui BC, G = AF N DC, F centrul fetei DCC'D', H=FG n CC',I=DD' N FG.

Din asemanari rezulta: CG=a, CH+ DI=a, CH= % , DI = 2?‘1 ;
) CH-CE-CG a3. . AD-DI - DG 4a3'm/ 74’
7/GECH szga 7/GAD1 =T=E’ ” ADIECH =¥ .

70’
36 _T4 36 7
7 74> 36 294 29

Asadar, raportul volumelor este: » =

36
36. a) Fie H si L mijloacele segmentelor MN si EF. B C
Punctele 4', H, C, I sunt coplanare aflandu-se in planul M . o
ACC'A" si determind un paralelogram, deoarece seg- T\ H ' /177
mentele HC si A'L sunt paralele si congruente de lungi- A4 + T S
3(1\/5 II N 'I D 'I/I '
. e
me . Pe de alta parte, MN si EF sunt paralele, de / :' P S
/I ! _____,/_/I_'__
unde rezulta cd si planele A'MN si CEF sunt paralele. K //'é:\\ ’,—‘-,)\I’ 7': = C
b) Fie A'’K L CL. Triunghiurile A’KL si CLC' sunt ase- ,'I ,/”_,,:5\\’, g’ T
L AL A'K RN\ V
menea. De aici obtinem: — =——, de unde: A= ol
CC, RRES ~~. l'/ , II
AL-cc 2 K
A'K = TCC si dacd tinem cont ca CL = 3‘2/_ si vk ,'I

4L = 3a\/§

37. Fie M, N, P, Q mijloacele segmentelor AB, AD, VD si VB. Se vede ca PQ si MN sunt para-
lele si congruente, ca fiind linii mijlocii in triunghiurile VBD si ABD, cu baza comuna BD.
Deci MNPQ este paralelogram. Dar MQ || AV si MN || BD, iar AV L BD, deoarece AV este con-
tinuta in planul V4AC, perpendicular pe BD. De aici rezultd MO 1 MN si deci MNPQ este drep-
tunghi. Acest dreptunghi devine pétrat dacé triunghiul VAC este echilateral.

38. Fie AE L BC. Conform teoremei celor trei perpendiculare, rezultd VE 1 BC. Calculand,

rezultd A’K = a (unde a este muchia cubului).

obtinem: AE = # . In triunghiul VAE, «VEA = 60° = VE = 24E = a3 . Deci AV = 3761;
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v Yo po l.ﬂ.M ﬂ.
VABC 3 ABC 3 4 2 8 >
Shhot. = Slyap + Slyac + Hypc + Aypc =

1 3a 3a a3
=—|la—+a—+a-a3+a-— |=
2 2 2

2

2 2
R ot

2

39. Notam cu a latura bazei si cu m lungimea unei muchii.
Calculam din aproape in aproape si obtinem:

Tm 2m 7ax/7 2 B a\/g

ap=""py 22" 4T 40-= :OR==.40="1
9 9 9 54 9 27

OE = AE — A0 = 7“*6—“*6=2“ﬁ~AE=1AD=7“*6;ER=AE—AR=7“‘6;

18 6 9 9 18 27

0Q OE _2a3 27 _6 PR _AP _7.PROQ_67_2_00_ 2

PR ER 9 7443 10V A4V 9OV PR 79 3 OV 3

40.2) A'C L A'B'C'D' = A'C L A'C' = B

S AC =4 - 28 =2a> = A'C= a2 ; A'C L A'D",

A'D'LD'C'= CD'LD'C'= CD'= a3 . 4

Deci . Aepep=a- a3 = a*\[3 ; A'C L (ABCD);
CD L AD = A'D 1 AD, deci A'D = a3 .
Deci Aipup=a- a3 =a*3; NS C’'

Loy = 2(a’ 3+a2\/§):4a2x/§;“//= az-aﬁ:a3\/§:>a=4\/§. D’

b) yor = 4@46%:32-3@:96@;&%: 96x/§+2~16%:96\/§+48:48(2\/§+1).

41. Daca a, b, c sunt dimensiunile paralelipipedului si utilizand proprietitile sirului de rapoarte
a b c , at b d+b+ 107

egaleavem: —=—=—=r=>r’=—=—=—=—+— =— =
3 4 5 9 16 25 50 50

r= \/Eja:3\/§,b:4\/§,c:5\/§.

42. In triunghiul dreptunghic AMC' (AC' diametru in sferd) utilizim teorema lui Pitagora:

MA? + MC? = AC" = (2R)* = 4R* = Y MA’ =16R’, dar AC’ este diagonalé a cubului, deci:

AR =3a>= Y MA* =124°.

>

43. intr-adevir, daci a, b, ¢ sunt dimensiunile paralelipi-

\ Cr
pedului, atuncia + b+ ¢ =11 si 2(ab + bc + ca) =72 =
=S>a+b+c2=@+b+c)—-2ab+ bc+ca)=
=121-72=49, decid = Va* +b* +c> =49 =7 cm. AN
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44, a) Egaland aria laterald a conului cu aria semicercului
desfasurat, deducem ca G = 2R, deci:

e TCRZH_TECZZ. \/g_mf\/g

Yéon = a
3 3 3

b) Dacé notam cu x raza cilindrului inscris si cu 4 indltimea

\/ghR—x

. X ..
sa, obtinem: — =—= =1-=—, de aici:
3 H R a

_G-Ba B . (3—6}}
=

Decih= ——=R=a; Ja.=mwx*h=n
3 3

G,
45. Avem: RG, =R,G,; h, =R ; G, = ]’le/—h—T R2:§G2=\/§h2:>

:(ﬁ] =%=J€.Analog, [%] -2 si [ij = é

h, 371G,

46. Daca E este centrul sferei inscrise in con, cu notatiile
obisnuite, din asemanarea triunghiurilor VEB si VOA vom
.. r G-R R(G-R) . y
putea scrie: — = =>r= . Relatia ceruta se
R 1 1
Rl _ . 4w’ R*(G-RY
I 22-%@R2128~% o

scrie:

< (G- 3R)* = 0, evident, deci afirmatia este adevarata.
47. Tinem cont de relatiile de asemanare care se formeaza in sectiunea axiala a conului:

h-r r G-R s e . . . . .
=—= P notatiile fiind cele cunoscute, si relatia se dovedeste imediat adevarata.

G R
48. Daca trunchiul de con are razele bazelor a si b, este p Fb ¢
circumscris sferei de raza R, vom avea:
Yo = TR = 2R b v ab) §i R = ab. R
sfera 3 s /tr.con 3 o /
. 3 2nR
Deci 7. con — E - =L( —b)* >0, de unde:
3, A E B
Y. con > E Sfors - q_J
r+GY ¢
49. Din #* =( j =G? —r?, unde r este raza bazei
si G generatoarea, rezultd: » + G = 4(G — r) sau 3G = 4r. G
Pe de alti parte, din teorema catetei deducem: G* = 2R, h
de unde & = +G=ﬂ,iarr:24—R.Deaici: p
2 3 25
2R 192nR’
V= 3—675 Sl At = G = 92n
5 125
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50.m = Vcon _ nR2I _R_zl. '%m_con _TER2+TERG_R(R+G)_A E_Rzl_m
L T A 4T 4mr? 4 47 o 4P

3
51. Punctele de intersectie a celor doua cercuri mari formeaza un diametru al sferei care, Tm-
preund cu un punct arbitrar al sferei, determina un triunghi inscris intr-un semicerc mare, deci
dreptunghic.
52. Cele doua patrulatere sunt inscrise in doud cercuri (¢) si () de centre O; si O, care au

coarda comuna 4B. Perpendicularele ridicate in punctele O; pe planul ABCD si O, pe planul
ABEF, fiind situate in planul mediator al lui AB, sunt concurente intr-un punct O. Acest punct
se afla la egald distanta de cele 6 puncte, deci va fi centrul sferei ce contine cele 6 puncte.

ALGEBRA

1. Calcule cu numere reale reprezentat prin litere. Descompuneri in factori.
Operatii cu rapoarte de numere reale reprezentat prin litere

1. Calcule cu numere reale reprezentat prin litere

1.0.2.0.

2. Descompuneri in factori

6. (a — b)(@® + 3a’b + 5ab* — b?). 7. (a + b)(a® + 3ab — b?).

8. (x —y)(2x + 3y). 9. (2x - 3y)(3x + 2y).

10. (x—1)(a+b+1). 11. (a+2b-c)(2x + ).
12. 3x(2x - 1)(3x + 2). 13. (a— 1)(b - D)(c-1).

14. (a — x)(b — x)(c — x). 15.x+ Dy + D)(z+1).
16. (x + 1)(x + 2)(x + 3). 17. (x + D2 +x+ 1),

18. (x— )2 —x + 1). 19. (a+b+1)2a—b+3).
20. 2x+3y+5)(Bx+2y-1). 21. (a + b —2c)%

22. (—a+b+3¢). 23. (2 +x+ 12

24, 26— 12 25. (3x + ).

26. (2x — 3y)*. 27. (x* + 2)°)%

28. (v — 1)°. 29. (x + 1%,

30. 2x - 1)%. 31. (5x + ).

32. (2x - 3y). 33. (x + 29)(x% — 2xy + 4?).
34. (3x — (9% + 3xy? + ). 35. (% xt =y’ )(% x* +%x2 Y+ y6j i
36. (x° — %)% = (x? 9)2(x* + x%y + )% 37. (x — D+ D2+ 1).
38. (2 +x~2+ D2 —x+2 + 1) 39. (x — »?)(x + D)2 + 4.

40. (2 + V207 + (02 - V27 +)).

41 (- D@ +x+ D+ DE@—x+ DE2+ B+ D2 — Bx+ D2+ 1).
42, (2 +V2x+ D2 V2 x+ DE* B2+ Dt +3 32+ 1),

43. (x + ) + Pt + 04,
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4. E=x—a+b)(x—a-b)x+a-Db).

45. F = (x* -2+ 1) -4l = (- 1) -4 = (- 2x - D2+ 2x - ) = [(x* - 2x + 1) -2] -
e+ 2x+ D) =2]=[(x— 1?2 =2][(x + 1)2=2]=(x— 1 = /2)x =1+ V2)x + 1 = V2)(x +
P12 Ea= (-4 +4) 42 = (2 -2 — 4 = (2 — 2x — 2)(x2 + 2x — 2) = [(¥® — 2x +
1) =3[+ 20+ D= 3] =[x — 1P =3[ + 1) = 3] = (x = 1 = VB)x— 1+ 3)x+ 1+
+B)+1-3).

46. E=-8(a—b)(b—c)(c—d)(d—a).

47. E=—-a’ + d*(b+c) + a(b* + ¢ = 2bc) + be(b + ) — (b + c)(b* —bc + ) =—a* + a*(b + c) +
+ab-c)-b+c)b-cl=ab+tc—a)+(b-c)a-b-c)=(b+c—-a)a*—(b—-c)]=
=b+c-—a)a-b+tc)a+b-c).

48. Notam: x +y=a,y+z=b,x +z=c si E se scrie: E =ab(a + b) + ac(a + ¢) + bc(b + ¢) +
+ 2abc = a’b + ab® + a’c + ac* + b*c + bc* + 2abc = a*(b + ¢) + a(b? + ¢ + 2bc) + be(b + ¢) =
=ab+c)+ab+c)+be(b+c)=(b+c)a*+alb+c)+bc]=(b+c)a*>+ab+ac+ bc)=
= (b +)a(a+ b) + c(a+ b)] = (a+ b)b+ c)c+ a). De unde, trecand la vechile notatii: £ =
= (+ 2+ D)2y +2)x by 22),

49. Intr-adevir, putem scrie succesiv: E = a*(@® + 1) + a®b*(1 + b?) — b*(@* + b — 1) =a® + a* +
+ azbz + a2b4 _ a2b4_b6 + b4 =0 — b6 + a4 + azbz + b4 = (az _ b2)(a4 + a2b2 + b4) + (614 + azbz +
+ b = (a* + @b + b*)(a? — b* + 1) = [(a® + b?)? — a*b?]|(a® — b* + 1) = (a® + b* — ab)(a® + b* +
+ ab)(a® — b* + 1).

3. Operatii cu rapoarte de numere reale reprezentat prin litere

2 g2 _
2.1) 49 Lh ) 2
a+b ab x(x+y)
3.1) 1 2 12(2a+5)(a+3);3) : 72 4 x+2; x+21 :
a+2x a-2 a -3a+9 2 Q2y-x)2x" +y+2)
a+2 [2a(b+c)" +1])c
6) n+l ’7)_ ) .
a 2(a+n+1)
4.E=a-b.
s p- [2(a2+4a+2)—3a2—5a—4][2(a2+4a+2)+3a2+5a+4]' a+?2 B
) a(-a’ +a+6) 5a° +5a+8a+8
_ (—a2+3a)(5a2+13a+8). a+2 _—a(a—3)(a+1)(5a+8)(a+2)_1
—a(a’> —a—6) S5a(a+1)+8(a+1) —a(a+DGa+8)(a-3)a+2)

X (x+6)+7(x+6) B (x+6)(x*> +7) B
X =36x+37x+222 (x+6)(x* —6x+37)

6. Fractia se poate scrie: F(x) =

B X' +7 _ x*+7

X —6x+9+28 (x—3)° +28

7.E=ab + bc + ca.

Py 2+ Py +nt) | (@) (ty) )y Hy) x4y
=) +Ey-0")  GEPE-N+(x-y) -y E+y+y) x-y

10. Problema se poate formula astfel: ab + bc + ca = 0, de unde rezulta: a’h® + b°c> + c*a’ =

> 0.

8. F(x,y)=
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= 3a?b?c?. Utilizam identitatea: x> +1° + 23 = 3xyz = (x + y + 2)(x* + 1> + 22 —xp — yz — xz), in
care luam x = ab, y = bc, z = ac.
(D) + 0 (D207 (x+ D)+ x(x+ 1) +x+1 B (x+D(x* +x° +2x° +x+1) _

13.E=
Px+D)—(x+1) (x+D(* =1
_ X Hx+ D+ Hx]D) x4
(x—-D(x* +x+1) S ox-1
14.1)F](x):(x—l)(x+1)(x+3)(xz+2):x+3;2)[72()0: (x+a2)2(x2 +2b) _ 362+a '
(x-D(x+D(x+5)(x"+2) x+5 (x+a)(x” +b)(x"-b) x —b
15. F(x, y) = X (x =D +dxp(x—1)+4y* (x-1) _ (x—1)(x* +4xy+4y°) _

X (x+2y)=2x(x+2y)+(x+2y)  (x+2p)(x* —2x+1)
(x=D(x+2y)°  x+2y
S+ 2)a=1)  x-1

" -2 —y) X -y

1
. Se observa ca pentru y = > = Flx,y)=1.

16. F=
x(x" —xy-2) X
17. Fx, y) = (ch+y 1)2: 2x+y-1 :2x+y 1.
4x" —(y-1)" Cx-y+D2x+y-1) 2x-y+1
18.E- — % 3 (1+x(”4)j= X 3 (x+1)=
a(x—3a) x(x—3a)+(x—3a) x+4 a(x-3a) (x-3a)(x+1)
X 3 x—3a

= - = =l;cucondi‘giilex¢—4,x¢—l,x¢3asia;tO.
a(x-3a) x-3a a(x-3a) a

113+4n2+4n_11(112+411+4)_(11+2)2
n —4n’ +4n  n(n’ —4n+4) (n—2)2'
ax(x+a+b+1)+b(x+a+b+1) (x+a+b+D)(ax+b) ax+b

19. F(n) =

20. E= pentrua =-b =
bx(x+a+b+1)+a(x+a+b+1) (x+a+b+1)bx+a) bx+a
L E= —bx+b:_1.
bx-b
k k k
21.a) F(x) = 2x()i +1)+()i D = (xk+1)(2x+1) =2x+1;b) Fractia se poate scrie: 2erl
x(x"+D+(x"+1) (" +D(x+1)  x+1 x+1
=2- L si cum L este ireductibild, rezulta si 20+l ireductibila.
x+1 x+1 x+1
4a’ 2a+1)+2abRa+1) 2aa+1)(2
22.0) E = a( a+2)+ aba + ): a( a2+ X a+b):2a+b;b)E>0<:>a(2a+b)>0:>
6a” (2a+1) 6a” (2a+1) 3a
a>0 a<0
= sau .
2a+b>0 2a+b<0
2 _ _1\2
23.0) f(x) = x (a+]) 2x(a+1)+(a+1):(a+1)(x 1) (@ +D)(x—1):

x—1 x—1
b)f(x)=atl<@tDh)x-1)=at+tlox-1=1x=2.
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(P H3x+2)(x +3x+4)  (x+D(x+2)(x* +3x+4) X7 +3x+4
(S A( +5x4+6) (D +A)(x+2)(x+3)  (x+3)(x+4)
B 407 +7x+12) _ 2(x+3)(x+4)
2(x* +3x+4) x*+3x+4

25.a)E=x—+i;b)xe (-1,0,1};¢) x € @.
o

24. E,

26. E; = x_y;E2:x3+y3.
Xy
27.1) Bl@) = —2_ . 2) E(_EJZ%.
(a” 1) 2) 25
a-b a-b) (a* -2ab+b> | b’ +2ab> +a’b (a-b)’ a’ b(a+b)’
28,%:[ . j: bt | Prdh (b)Y & barby
a ab a a ab (a-b) a
_(‘H‘bjz. g _4Ox2—15x+25+6x3—36x2+54x—29—39x+5x2—6x3. Sx
a T 10x* 3x-2

:9x2—4. S5x  3x+2
10x* 3x-2 2x

2
; E> are sens pentrux € R\ {0; g}

2t 42 427 = = xP —x=5x* =5x-5 _
- =

29. Grupand convenabil, vom obtine: F(x) = — —

X 4+x4+x —x"—x —x"+x +x+1

7(x2+x+1)(2x2—x—5)_2x2 -x-5

- (F+x+D(x° =x* +1) -+l

:(x—2y+1)(2x+y—4)=2x+y—4:2+ 5y-10 oy 5(y-2) .
(x=2y+D(x-2y+3) x-2y+3 x—=2y+3 x—=2y+3

30. F(x,y)

Pentruy=2 = F=2.

3l.a) Fx)=-1 + . Pentru ca F(x) € Z este necesar ca x> —x + 2 e {1, £3}. Insa

2

X —x+
ecuatiilex? —x+2=1,x2—x+2=-1,x*—x+2 =3, x> —x + 2 = -3 nu au nicio solutie Intreaga;
. . .. 1++/5
b) Ecuatia x* —x + 2 =3 < x> — x — 1 = 0 admite solutii reale: x,, = 2\/_.

(x4—l)+(2x3—2)+(5x2—5)+(4x—4)_(x—l)(x3+3x2+8x+12)_
(X =) +(4x° —4) +(x—1) (P +5x+6)(x-1)
_ (x+2)(x2+x+6):x2+x+6_

=x—-2+ 12 ; b) In primul rind e necesar ca
(x+2)(x+3) x+3 x+3 x+3

deciix+3=1=2x=2=F2)=4+12=8eN;x+3=2=x=-1=2F-1)=-3+6=
=3eN;x+3=3=2x=0=>F0)=2+4=2eN;x+3=4=x=1=F(1)=-1+3=2¢
eN;x+3=6=2x=3=2>F3)=1+2=3eN;x+3=12=>x=9=F9=7+1=8eN;
x+3=-1=2x=4=2F(4)=-06-12=-18¢ N;x+3=2=>x="5=>F-5=-7T-6=
=—13¢N;x+3="33=2x=-"6=2>F(-0)=--8-4=-12¢N;x+3=Ad=x=-T=F-7)=
=9-3=-12¢N;x+3=-"06=2x=-9=F9)=-11-2=-13¢N;x+3=-12=x=
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32.a) F(x) =

e 7,




— 15= F(15)=-17-1=-18 ¢ 1.

33. 1) Tinem cont de identitatea: @* + b* + ¢3 = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢* — ab — ac — bc) + 3abc,
incarea+b+c=0= a’+ b+ =3abc; 2) Folosim 1), in care a, b, ¢ sunt parantezele care
3(x+2y+32)2x+3y+4z)B3x+5y+7z) 3x+5y+7z

3(x+2y+32)2x+3y+4z)(x+y+z) X+y+z

verificaa + b +c¢=0. Deci F =

xS+1+2x(x3+1)+3x2(x+1)_(x+l)(x4—x3+x2—x+1+2x3—2x2+2x+3x2)_
X (x+D)—(x+1) - (x+D(x -1) -
(D D Fx+D) X+
S D -DEE+x+l) x-1
dab—(1+a*)1+b*)-2b(1+a”)+2a(1+b%)
(1+a*)(1+5b%) B
dab—(1+a*)(1+b*) +2b(1+a*) - 2a(1+b*)
(1+a*)(1+b%)
_4ab—l—a2 —b* —a’b® —2b-2ba* +2a+2ab’ _
" dab-1-a* —-b> —a’b> +2b+2a’b—2a—2ab>
_—a’(1+b° +2b)+2a(2b+1+b* )~ (1+b> +2b)  —~(b+1)’(a’ —2a+1) (b+1)*(a-1)"
@ (140> —2b)—2a(1-2b+bH*)—(b* —2b+1) —(b—1)*(a’ +2a+1) (b-1)’(a+1)’
b+ 1)2 (a— 1)2 b+D(a-1) (b-D)(a+1)
b) E(a,b)~x:1/E(a,b)<:>(b_l)z(a_’_l)2 -x:(b_l)(a+1)<:>x:m.
xz(x—1)+4xy(x—1)+4y2(x—1) B (x—l)(x2 +4xy+4y2) B
C(+21)=2x(x+20) +(x +2y)  (x+20)(> —2x+1)

34. F(x) =

; F(x) exista pentrux € R\ {-1, 1}.

35.a) E=

36.a) E(x,y)=

3 (x=D)(x+2y)° _x+2y
S (x+2p)(x-17  x—-1"
b) E(x, y) existd pentrux = 1, x + 2y # 0;
c¢) Pentru aceste valori E£(x, y) nu se poate anula.
(X +x+D2x* —x+5) _ 2x* —x-5
& +x+D(x° =x+1) -+l
KD+ (DT D) X
XD+ D) D) (=D X +) X -1
39. Utilizam identitatea a* + b* + ¢3 — 3abc = (a + b + ¢)(a* + b* + ¢* — ab — ac — bc) si inegali-
tatea cunoscutd: a® + b* + ¢* > ab + bc + ca, cu egalitate dacd si numai dacd a = b = c.

37. E(x) =

38. E=

a1, = 9@+ Da+D)’ +1]—(a+l)\/(a+1)2(a2 “9HD gt +1—(a+1) =1
ala+2) a’—a+l
1
42.1) %, 2) —C.
3.2
b

47. Efectuam calculele si vom obtine:
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(a—b)* +(a+b) a+b+a-b
_(a=b)a+bh)  (a-b)a+b) 4ab (a+b)?
(a—b) —(a+b)* a+b—a+b & —(a*-4b*)| ab
(a—b)a+b)  (a—b)a+b)
_ 4(a2+b2)+2_a+4;ab .(a+b)2 :2a2—a2 -b* ab  a-b

“4ab 26 4| ab ab  (a+b)? a+b’
15, 17
=00 1212 _ 20+7~16:3;b=75.Atunciinlocuimgiob;inem:E=£=i=—4.
1 122 3-5 -2
16

48. (a +2b+c)(b+2c+a)(c+2a+b).

50. £ = (a + b)* — 3ab(a + b) + 3ab(a® + b?) + 6a’b*(a + b) = 1 — 3ab + 3ab[(a + b)* — 2ab] +
+ 6a’h*> =1 —3ab + 3ab(1 — 2ab) + 6a°b*> = 1.

53. Pentru a verifica divizibilitatea prin x — 1 descompunem E(x) in factori; E(x) = x* — x? —
X +x-6bx+6=(x-DE*-x-6)=x- 1) +2x-3x-6)=(x - Dx+2)x—-3); Ex)=0=
=>x1=1;x=-2;x;3=3.

2 2y A2
54. 2) E(x. y. 2) = 2(x" +4xy+4y°)-2y (x+2y)+2(x+2y):

z(x* +4y° +4xy)+z(x +2y)
L 2(x+2y)(x+2y -y 41 2x+2y—yt +1)

z(x+2y)(x+2y+1) z(x+2y+1)
2x+1) 2
b) Pentruy =0, E= =— e€elZsze {-2,-1,1,2}.
z(x+1) =z
55.a) F(n)=3n>-3n+1+ m ¢ N; b) [F(n)] = 3n* - 3n + 1. Atunci:
S= i:[F(k)]zznl(?ak2 =3k +1)] :Zn:[k3 —(k-1’1=1 -0+ 2 -1")+ (3 -2°)+..+

+(-(n-1")=n’.

2 2 _ 2

—ax(zx 2a ) ; E(l, - 1] _8 ; b) P(x) + Q*(x) — 3a*x* = (x* + ax — a*)*.
X" +a 3 15

58. Numitorul se poate scrie: bcy? +bcz? — 2bcyz + acz? + acx? — 2acxz + abx? + aby? — 2abxy =

= c(ax? + by?) + b(ax* + cz%) + a(cz? + by?) — 2bcy — 2acx — 2abxy — (a + b + ¢)(ax® + by? + ¢z) —

— 22 — b3 — aP’x* — 2bcyz — 2acxz — 2abxy = (a + b + c)(ax® + by? + cz%) — (ax + by + cz)*.
1

a+b+c’

56.a) E=

Tinand cont de conditie, obtinem: E =

4. Polinoame

1. Fie P(x) = (ax + b)(x* + x — 2) = (x + 4)(x — 2)(cx + d) + 22x — 12, in care facem x = 2 si x = 4

obtinand astfel sistemul: 4(2a + b) = 32; 10(—4a + b) = 100, cu @ = 3, b = 2. Atunci P(x) =

=Bx+2)(x*+x-2).

2. Conform identitatii Impartirii cu rest, vom scrie: P(x) = (x — 1)(x — 3) - O(x) + mx + n. Pentru
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x=1:P(1)=3=m+n. Pentrux=3: P(3)=1=3m + n, care ne da: m =—1; n = 4. Deci P(x) =
=—x+4.

3. Intrucat O(x) = x* — 3x + 2 = (x — 1)(x — 2), vom utiliza teorema lui Bezout: P(1) =1 — 8 —
—a+6a—4a=0=a=7.Deci P(x) =x'3— 8x' — 7x> + 42x — 28 pentru care si P(2) = 0, deci
P(x) este divizibil prin x? — 3x + 2 pentru a = 7.

4. E suficient sd aratim ca P(1) = Q(1) = 0, evident, deoarece P(1) = 4" + 22" + (22" = 4m +
+4m"—-2-4"=0. Analog O(1) = 0.
5R=P1)=1-5+7-3=0;Px)=x—x*—4x’>+4x+3x-3=@x - D> -4x+3) =
=(x— 1)*(x — 3). Dacd x = 2p + 1, p > 1, atunci: P(x) = 2p)*’(2p — 2) = 8p*(p — 1), dar p(p — 1)
este numar par, de aici rezulta ca P(x) este divizibil prin 16.

6.Pentruk € N, Pi(x) = —x* + (X + X3+ 2 +x+ D =x [ -]+ *+ X+ x> +x+1)=
= -DEEV+ D F R+ D) =03 2 x o+ Dt - DEOE 510+
+ ...+ 1) + 1], divizorul comun fiind: x* + x* + x> + x + 1.

7. ) P(r) = x2 + x28 + x2T — x28 _ x27 _ x26 4 526 4 25 | (24 (05 (04 (23 4034 0y 2l
2221 20 420 419 4 VI8 (I8 IS (IS 4002 (02 409 (9 4 06 64 03 03 4] =
= (xz +x+ 1)(x27 _x26 +x24_x23 +x21 _x20 +x18) _xIS(xS _ 1) _ (x3 _ 1)(x12 +x9 + x0 +x3 + 1) =
= (xz +x+ 1)[x27 _x26 +x24 _x23 +x21 _x20 +x18 _ (x_ l)(xIS +x12 +x9 + x +x3 + 1)]’

b) O@) =+ D —x+x° —x - B+ B - )t - a1 =

= multiplu de (x* — x> + x> —x + 1).

8. Daci P(x) = apX" + aixX™ ' + ... + an i O(x) = box" + bix" ' + ...+ by, ao+ a1+ ... ta, =

:P(l) = Q(O) = an

2
9. P(—ij :d—3(bc—ad), de unde rezultd, conform teoremei lui Bezout, c¢d P : O daci si
c c

numai daca restul P(—ij =0, adicd d*(bc —ad) =0, cud = 0 sau bc —ad = 0.
c

10. a) Punem conditiile P(1) = P(-1) = P(3) = 0 si obtinem sistemul: m+ n+p=7;m—n+p=
-3;9m+3n+p=8l,cum=8,n=5,p=-6;

b) Din identitatea: P(x) = (x — 1)(x + 1)(x — 3)Q(x) deducem, prin impartire O(x) =x*+x—2 cu
radacinile 1 si —2. Deci P(x) =0 = x1 =x2= 15 x3 =—1; x4 = 3; x5 = 2.

11. Observam ca P(x) = (2x — 1)(2x — 2)...(2x — 10)...(2x — 15), in care factorul 2x — 10 se
anuleaza pentru x = 5. Deci P(5) = 0.

12.2) R=P(2)=220-513 .21+ 127 - 24+ 7.2 +1=211(2°-513) + 128 - 24— 1 =
=212°-2°-1)+2"1 -1 =1;

b)PQR)+|a|=0=-1+ag=0<=a|=1 < a=+1.

13. P(x) = x(x + 2™ + 4 - 23" = (& + 2x + 4" + 427 + X)) = (22 + 2x + 4 — 403 —
2B+ x4 2 = (2 4+ 2+ A - A(x - 2)(P + 2x + A 4 L+ 2 =
= multiplu de (x> + 2x + 4).

14. O(x) = (x + 1)(x> + 1). Este suficient si calculdm pe a din ecuatia P(—1) = 0 care ne di:
at5=0=>a=-5.

15. Este suficient sa aratdm ca restul impartirii este zero. Conform teoremei lui Bezout, avem:

P(—%j = 2{%}” +(=n"" (—%jn =0. Fie Q catul impartirii. Avem: P(x) = (2x + 1) - O(x).

Pentru a calcula suma coeficientilor lui Q, facem x = 1 si obtinem: P(1) = 2 - 2" + (-1)"! =
— 2n+2 _ (_1)n+2 — [2 _ (_1)][2n+2 +on . (_1) + 2n—1(_1)2 + .+ (_l)nﬂ] — 3(2n+1 _on 4 zn—l _
=224 L+ (=D, deci Q(1) =271 27 4+ 2m 1 L 2n 2 4 (1)
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16.a)S=a?-20+P2-2B+y=(0— 1P+ (B-1P+(y-2)>0y-2>0y>2;
b)S=0=(a—-1)P2+P-1)P2+(-2)=0<a=1;B=1;y=2,deci P(x) =2 <

S 23+ -2+ 2=2x(@ - 22 +x —2) = 0 < x(x — 2)(x* + 1) = 0 cu solutiile reale:
x=0six=2.

17. a) P(1985) = 1985* — 1986 - 1985% + 1987 - 19852 — 1988 - 1985 + 1986 = 19853(1985 —
— 1986) + 1985(1987 - 1985 — 1988) + 1986 = —1985° + 1985(1986% — 1 — 1988) + 1986 =
=-1985% + 1985(1985 + 1) — 1985 — 19852 — 3 - 1985 + 1985 + 1 = —1985% + 1985(19852 +
+2-1985+1)—-19852-3-1985+1=2-1985%+ 1985 — 19852 —3 - 1985 + 1 = 19852 —
21985+ 1= (1985 — 1)2 = 1984,

b) Fie /(x) = P(x) + a; f(1985) = P(1985) + a = 19847 + a = 1986> = a = 19867 — 19842 =
=2(1986 + 1984) =2 - 3970 = 7940. Deci a = 7940.

18. a) Punem conditiile: P[%j =0si Q(—%j =0sirezultai: m=—1sin=3;

23 +3x7 +x-1 _ (2x-D(x*+x+1) 2x-1
20 +3x% +3x+1 Qx4+ +x+1) 2x+17

b) Cu aceste valori fractia devine: F(x) =

c) F(x)zzx_lzl—i €eZo2xtl=12x=02x+1=-1=x=-1;2x+1=2=
2x+1 2x+1

:>x:l;2x+l:—2:>x: —E.
2 2

19. a) Dupa grupdri convenabile, P(x) = (x* + 1)(x* — 5x + 4) = (x + 1)*(x*> — x + 1)(x + 4). De
aici: Px)=0<=x+1=0saux+4=0<x1=-1,x,=-4;

b)PA) >0 (x+ 1202 —x+ ) +4) >0 x+4>0six+ 120 x e (4, 1)U
U (-1, o).

20. a) £, = (x — 2a)(x — a)%; E2 = (x — a)(x + a)(x — 2a);

E *
b)x € R\ {-a, a, 2a}; [E—]j

2

X—a

5
xX+a

EY x-
o) | —| = Tl s 0oxe (—o0, —a) U (a, ©) pentru a > 0 si x € (-0, a) U (—a, o) pentru
E, x+a

a<0.

2. Functii
1. Ay

v

Lo | 2 \ .
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2. Pentru x = % in a) obtinem (1) + £(0) = 0 (1). Pentru x =0 si x = 1 In b) obtinem f(0) - /(1) =
=£(0)sif(1)-f(0)=f(1)— 1, de unde rezultd f(1) — 1 = £(0) care inlocuita in prima ecuatie
nedaf(l1)+f(1)—1=0sauf(l)= %(2). Pe de altd parte, f(0) - [f(1)—1]=0neda f(0)=0
care 1n (1) ne da /(1) = 0, contradictie cu (2) Daca f(0) # 0 = f(1) = 1, contradictie cu (2).
Deci nu exista astfel de functii.

3. a) Functia care are reprezentarea grafica segmentul AB va fi de forma f£; : [-2, 0] — [0, 2],
fix) =ax + b, a, b € R. Din faptul ca punctele 4 si B apartin reprezentarii grafice obtinem:

fH(=2)=0 —2a+b=0 a=1 . e

= = = fi(x) = x + 2. Analog, functia care reprezintd seg-
£H0)=2 b=2 b=2

mentul BC va fi: f> : [0, 2] — [0, 2], fo(x) = mx + n, m, n € R. Din conditii, deducem:

£ 0)=2 n=2 . o
= = f(x) =—x + 2. Deci functia cautata va fi f: [-2, 2] — [0, 2],

fi(2)=0 =-1
_[x+2, xe[-2,0]
S&)= —x+2,xe(0,2]

b) AB=BC= 22 ,iar AC = 4.
4aM1,NNeGofh=Tcom+2=Tcm=>5;

b) () =-3/0)=2f(-D)=3f(D=T,f3)=17>7.
Deci B={—4,-1,0,1},AUB=A,(A\B)U (B\A) =

= (31U =3} AxB={(-4,-4), (-1,-4), (0,-4), (1, -4), 1
(3, -4), (-4, —1), (-1, 1), (0, 1), (1, -1) (3, -1), (-4, 0), // 5

yT

=V

(-1, 0),(0,0),(1,0),(3,0), (4, 1), (-1, 1), (0, 1), (1, 1), (3, 1)}.

5.Trebuieca2(m+1)+m—124+37m Sm=2.

6. Efectudm transformarea: x — x — a si obtinem: f(x) < x — a si daca tinem cont de a doua
parte a inegalitatii, avem: f(x) > x — @, de unde f (x) =x — a.

2 2 4 1 2
8. Flx) = (); +3)(x" + )§+ ) _ X +4)Z+1
(x*+3)(x-D(x"-3) (x-D(x"-3)
de simplificare, cat si dupa admite domeniul de existenta: R \ {—x/§ , 1 NG) } .
9./ =k VxeRoax*+b’+cex? +dx+e=klax*+cx*+e),VxeR;
(a —ka"x* + bx® + (¢ — ke')x* + dx + (e —ke') = 0, V x € R, adicd avem de-a face cu polinomul
identic nul. De aici rezulti: a —ka'=0;b=0;c—kc'=0;d=0;e—ke'=0 =

.Cum x* +3 # 0, V x € R, fractia atat inainte

oL ksib=d=o.

! ! ’

a ¢ e
10-12. in cazul fig. 1) si 2) reprezentirile geometrice respective nu pot defini functii. Se obser-

1 . .
va, in cazul fig. 1, cd pentru x = - corespund doua valori pentru f'(x), iar in cazul fig. 2, pen-

tru x = 1 corespund, la fel, doud valori pentru f(x). In cazul fig. 3, prezentarea grafica defineste
functia: f: [-2, 2] — [0, 2] dati de f(x) = V4—x" .

13. 1) Se pune conditia ca punctele 4 si B sa apartind dreptei de ecuatie y = ax + b;
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—-a+b=0 .
rezultia=b=1;:R>R f(x)=x+1;
0-a+b=1
2x+2, pentru x <0
2) Se procedeaza in mod analog si se obtine; f(x) = 2, pentru 0 < x<3;

—2x+8, pentru x >3

3) Se determind mai intdi coordonatele punctului C: tg 60° = % = C(—%, 0] rezultd ca
3

\/§x+2, entru x <0
p
fx)=12, pentru 0 < x <3;

\/§x+2—3\/§, pentru x >3
4) Se determind mai Intdi coordonatele punctului B si apoi ale punctului C din triunghiurile

pentru x <0

>

1 1
—X+—,
dreptunghice AOB si BOC. Rezulta B (0, LJ si C (%, Oj fx)= SER]

V3 —\/§x+%,pentmx>0

5) Pentru fig. 8 si fig. 10, triunghiul dreptunghic OMN rezulta: x> + 3 = 4; fi : [-2, 2] = [0, 2],
filx) = Nd=x"; fr: [-2, 2] = [-2, 0], fa(x) = —v/4—x" . Oricare ar fi punctul M pe dreapti,

intotdeauna triunghiul OMN este dreptunghic isoscel;
6) Pentru fig. 9 functia este: f: R - R, f(x) =x; f: R > R; 7) Pentru fig. 11, f(x) = —x.
14.2) A(0, 1), 4 € Oy, 4 € Gy

b) Cele doud grafice intersecteazd axa Ox in punctele B(—g, O] si C (?, OJ cu care for-

. . 243 . . .
meaza un triunghi isoscel de baza BC = Tf si indltime AO = 1, care reprezintd A0 =

BC3

2
15.Notaim f(x + 1) =u, glx— 1) =v;avem 2u + v=2x+ 14;u —2v=6x— 18 cuu=f(x+ 1) =
=2(x+1); u=g(x—1)=-2x+ 10. Deci f(x) = 2x si g(x) =—2x + 8.
16. Luam y = 1 si obtinem: f(x) + 1 =f(x+ 1) —xsauf(x + 1) — f(x) =x + 1. Dand lui x valo-
rile 1,2, ...,n—1, obtinem: f(2) - f(1)=2;f3)—f(2)=3; ..; f(n)—f(n—1)=n=f(n) —

,f(l):2+3+...+nsauf(n):1+2+”'+n: n(l’l2+1)

, adica triunghiul ABC este echilateral, deci m(«4) = 60°.

17. Luam y = 0 si obtinem: (x — 2)f'(0) =0, V x € R, deci f(0) = 0. Pe de alta parte, luam y =1
si avem: f(x) = xf (1), (V) x € R. Daca f(1) = ct., rezultad f (x) = ax. y

A
18. Se observa ca f(x) = 3 pentru orice x € [0, 2] si f(x) >3 \ Y
pentru orice x € (-0, 0) U (2, ). Singura valoare care veri-

ficd ecuatia este x = 0. 3 \
19. Facem transformarea x — 1 — x si obtinem 2/ (1 — x) + . E
+ £ (x) = (1 — x)?, care impreuna cu relatia dati, ne da sistemul o 2 -


http://dreptunghl.ee/

X +2x-1

inf(x) =asif(1 —x)=b, siacarui rezolvare ne ofera solutia: f'(x) = 3

20. Pentru x > 0, numitorul este nenul. Pentru x <0, fie y =—x, y > 0.

1+y* —y-1
> si tinand cont ci +/1+y* >y, deci \/1+y* —y+1>1, rezultd ci

JI+y7 —y+1
Nl+x* —x—1 _ W1+x* —x=DE1+x> +x+1) _

feste definita pentru orice x € R; f(—x) = =
I+ —x+1 (1422 —x+DE1+x2 +x+1)

B “2x(N1+x> +x-1) B VI+x® +x-1

- 2x(W1+ 3% +x+1) JI+x2 +x+1

Atunci f(y) =

=—f(x).

3. Ecuatii si sisteme de ecuatii

1.x="17.
2. Dupa efectuarea calculelor obtinem (evident, punem conditia 2x — 7 > 0):

5 2
6) 2x-7

ok

VY

1
- 1 <:>25~sz/2x—7<:>x/2x—7=l<:>2x—7:1<:>2x:8<:>x:4.
]

3.x=2.

4 Dx=1262) 1= Hx=a+1.
a+b
5. Ecuatia este echivalenta cu (ab — 1)x =ab — 1. Daca ab # 1 = x = 1. Daca ab = 1 = ecuatia
este nedeterminata.
6. Conditii: x ¢ {0, £1}. Efectuam calculele:

19x-1 x+1 ( X 2x ] 19x—1 x+1 x*+x
+ : + =x= + : =x &
X x-1 \x+1 x*-1 X x-1 x*-1
_ -1 1 _
<:>19x 1+x+1.(x )(x+):xc>19x 1+x+1:x o x=20.

X x—1  x(x+1) X x
33
7.a)x € {——;—;b)x € (-0, —1].
e {33 meconn
1 a . . a 1
8.Cazu11:x£—5 3—2x—1—2x+1:a<:>x:—z careestesolugledaca—z S_E Sax2.
Cazul2:xe(—%,%):2xl2x+1=a<:>2=a. Deci, pentru a = 2, orice x €
( 1 lj .
€ | ——,— | este solutie.
2°2

Cazul 3: x > l:>)c:£<i)£21c:>a22.
2 4 4 2
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) [)cz(x4 —9)+3(x4 -9l (x-2)
-3 (-3 43)7

9. Conditii: x € R\ {1, 2, +3 }. Ecuatia se scrie:

3 -_x . (x> +3)* (x> =3)(x-2) 3
x=1 " xX*=3 (x-D(x-2)(x*+3)> x-1
10. Ecuatia se poate scrie: (3x? — 4x + 1)°+(x? + 4x — 5)° + (4 — 4x?)> = 0, care, daci tinem cont
cipentrua+b+c=0,avem; a® + b + ¢ = 3abc, ne da: 3(3x* — 4x + 1)(x2 + 4x — 5)(4 — 4x») = 0,

< x=3.

1
deunde3x2—4x+l=0:>x1=1;x2=§;x2+4x—5=0:>x3=1;x4=—5;x2—1=0:>

=x5=1;x¢=-1.
11. Descompunand in factori, obtinem: (5x + m + 1)[(2x + 1)> — (2x + 1)(3x + m) + (3x + m)* —
—(@x+ 1)+ @x+ D)(x+m)—(x+m?]=0< (5x + m+ 1)[-6x> + 6x(m — 1)] = 0. De unde

m+1

x,=——; 6= 6x(m—-1)=0=>x=0;x3=m— 1.

12. Notam cu f(x) membrul stang al ecuatiei. Se deduce usor ca f(x) =f(1 —x) = f [lj ,Vxe
x

€ R\ {0, 1}. Ecuatia data se scrie f (x) =f(a), de unde rezulta f (x) = f(a) =f (1 —a) = f (lj =
a

1 1 1 . 1 1 1
= f(—j:f(l——]:f —— |, de unde solutiile: a, —,1—a,—,1——,L.
l1-a a oL a l-a  a a-1
a
13. 1) Pentrux #3 = x= 2" 1.2 .
10—m 10—-m
2
2)er<:>10 €eZ=>10-me {-2,-1,1,2} >me {§,9,11, 12}.
—-m
14. ) x=3a;y=-2b;2)x=(a+b)%y=(a-b?*3)x=5y=7;4)x=5,y=6.
15.x=a;y=0b.
16.x=2a+ b, y=2a—b.
o e . . x+13y—6xy =2 A
17. Eliminand numitorii in prima ecuatie obtinem: , In care reducem
4x+47y—22xy =8
termenul xy. Deducem astfel x = 2y + 2. Inlocuind intr-una din ecuatii, vom obtine ecuatia:
. . 1 . 1 5
12)? — 3y =0 sau 3y(4y — 1) = 0. Solutia y = 0 nu convine. Rezultd y = 7 six=2+ E:E

1 .
18. Notam valoarea comuna a rapoartelor egale cu —. Obtinem: x + y =7r, y+z=9r; x + z =
r

= 8r, pe care le inlocuim in ultima relatie: 7 - 8 - 9 - * = 4032 = 13 = 8 = r = 2. Deci:
x+y=14
y+z =18 cusolutiile: x =6; y =8; z=10.
x+z=16

19.x= ! Y= ! .
m(m+1) m(m—1)
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xX—a N xX—a _ 2a
x-a)(y-b) (-afz—¢) @ —(b—c)
20. 1) Sistemul se scrie: y=b + y=b = 2b sau
x-a)y-b) (r-blz-c) b —(a—c)
z—c N z—c _ 2¢
(x-a)z—c) (z=c)(y-b) ¢ —(a-b)’
1 N 1 _ 2a
y-b z—c (a-b+c)a+b-c)
1 1 2b . .1 1 1
+ = care prin sumare ne da: + + =
x—a z—c (b—a+c)a+b-c) x—a y-b z-c
1 N 1 _ 2¢
x—a y—-b (c—a+b)c+a-Db)

_ —a’ —b> —c* +2ab+2ac+2bc

- (~a+b+c)a-b+c)a+b—c)’

2)Dina<b<crezultaix<y<z.

21. Fie r valoarea comuna a celor trei rapoarte. De aici: x; = a; + rby; x2 = ax + rby; x3 = a3 + rbs;

c—(a, +a, +ay) . a,(b, +b,)+b(c—a, —a,) .
b +b,+b, b, +b, +b,

cux=2a—-b-c,y=2b—a-c;z=2c—a->b.

tc.

a,+a,+a,+r(b+b,+b)=c=>r=

. a x x, X ax, x,x a /a .. a
22. Notdm: — =L =2 =3 —p 5 T8 _pf 8 =2 — 4|2 De aicl: —=r =
X X, x X, X, x,b X,
X 2
3:

., b b b
_a JZ ; ch? JZ X, ab 1JZ JZ
:)xl——:a4_;x2:—:— —=a,[—;x 4 —=p4— .
r a a a\a a X, a a\b b

23. Fie r valoarea comunad a rapoartelor. Atunci: x+y +z=rd;y+z+t=ra;x +z+t=rb;

ST r . r
x+y+t=rc, pe care le sumam si obtinem: x +y +z+¢= §(a+b+c+d)de01t= §(a+b+

c—2d);x:g(—2a+b+c+d);y:g(a—2b+c+d);z:g(a+b—2c+d).Darxyzt:r2,

9

decir= , care inlocuit in valo-
\/(a+b+c—2d)(a+b—2c+d)(a—2b+c+d)(—2a+b+c+d)

rile lui ¢, x, y si z, obtinem solutia sistemului.
24. Se observa ca in mod necesar m # 0. Reducem pe x si obtinem (1 — m?)y = 0. Pentru m €

. 1 . .
e R\ {-1,1} = y=0six=—.Dacd m =—1, ambele ecuatii sunt echivalente cu x + y = -1,
m

sistemul fiind astfel nedeterminat. Pentru m = 1, sistem de asemenea nedeterminat.

25. Sa observam mai intéi ca xi, x2, ..., X, = 0, deoarece sunt radicali. Prima ecuatie se mai
poate scrie: x7 +x, =x; < (x, —x,)(x, +x)=x >0< x, >x, . In mod analog obtinem din
aproape 1n aproape: 0 < x; <x; < ... < xg < xy, care este echivalentd cu: 0 < x; =x, = ... = x3.
Notim cu x valoarea comund. In acest caz toate ecuatiile coincid si putem scrie: x> + x = x> <
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< x = 0. Asadar, sistemul are unica solutie reald: x; =x; = ... =x3 = 0.
26. Notam cu E partea stdnga a ecuatiei sicus =a; +a> + ... + a, si observam ca:

- 4 X - 1 . .
E=)] A > ST Z(1+ 8 J: n+(x—s)) —— . Ecuatia devine astfel:
s—a s—

s—a s—a a,

0=

1 1 . 1
E=n<:>n+(xfs)2— =n< (x—9) Z— =0, dar s —s; > 0, deci Z
s—a s—a s—a
= x =g, adicd singura solutie: x =a; + a, + ... + a,.

27. Din relatiille x —y = a, (x—y)(x+y):b:>a(x+y):b3x+y:2,deaici: 2x:a+2:
a a
a’ +b a’+b b b a+b b-da ., s . . .
= =>x= Jy=——Xx=—- = si inlocuind in ultima relatie obtinem:
a 2a a a 2a 2a

2a 2a

28. Ecuatia se mai scrie: x> + 1> + 22+ 2 - 2x -2y -2z -2t +4=0 (x - 1)+ (y - 1) +
+z-1) +(-1)Y=0x=y=z=t=1.

29. Din prima relatie deducem xy + xz = —(yz + 1) sau x(y + z) = —(yz + 1), iar din a doua rela-
tie: y +z=-x(yz + 1), din care rezulti x> =1 saux =+1. Dacdix=1=yz+y+z=-lcuy=

_—l-z

2} 2N
(b”‘ j +[b - J = ¢ < 2b[(b+ a2+ (b—a?)? — (b —a*)] = 8a’c & b(b? + 3a") = 4d’c.

] =—1.Pentrux=-1 = y=15siz € R. Deci grupele de solutii: (1, -1, m); (-1, 1, m) cu
+z

permutarile lor (m € R).
—2x+3y+5z=ar
30. Notam valoarea comund a rapoartelor cu x. Obtinem sistemul: {2x—-3y+5z=5br , de

2x+3y—-5z=cr

unde x = Gror ;Y= (a +66)r ; Z2 = (a :_Ob)r . Inlocuind in ultima relatie obtinem r =
2d .Deunde x = db+c) etc.
J@@+b)(b+c)c+a) 2J(a+b)b+c)c+a)

4. Ecuatia de gradul Il

_ 1 2
1.X1:2;X2:3 5a;)clz—<:>xl)c2:1<:>375ar=1<:>50t=2<:>a=—.
2 X, 5

2. Relatiile dintre radacini si coeficienti (relatiile lui Viete) ne dau x; + x» = m; x1x2 = m, deci
relatia datd devine: (x; + x2)? = (x1 + x2) (x{ —x,X, +X;) < (x1 + 2)> = (x1 + 02)[(x2 + x2)* —
“3xm]eom=m(m?*-3m)om=m*-Imcom’—4m=0mm—-4) =0 m=4.

: . . - < oA /2
3. Expresia admite cea mai mare valoare atunci cAnd 2 — 3x? se anuleazd, deci cAnd x = * 3

Aceasta valoare maxima va fi Pax = 5.
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k> 3y, :5k—51—2k+13:k;—2; k;3 e N si

Sk—5+k—-13 k-3

4. Calculam x, = D

k+2

EN=k-3=2psik+2=3m,pme N=>2p+3=3m-2=2p+1)=3m-1)=

=>p+1:i3=>p+1=3s=p=3s—1=k=6s+1,5se N".

5. Notdm x? — 4x + 3 = y. Ecuatia devine: y + =loy+y+l=+12-y=0

2y+1

1 . 1
<:>y=0;y=3<:>x2—4x+3=0,cux1=1,x2=3.Ap01x2—4x+3=E<:>2x2—8x+5=0;

4+416-10 4+£46 .. e . .
Xy = 5 = 2\/7. Aceste solutii sunt diferite de valorile care anuleaza numitorul
2x* —8x + 7.

6. Ecuatia ordonatd in variabila x: 5x2 + 2x(4 — 13y) + 50y? — 46y + 15 = 0 are discriminantul

Ar= (4 -3y)* - 5(50y* — 46y + 15) =-81)? + 126y — 59 = —[(81)* — 126y + 49) + 10] =

=-[(9y —7)* +10] < 0, ceea ce inseamna ca ecuatia nu are solutii reale.

T.Px+1)=Px)+2x+2 < (x+ 1P +ax+1)+3=x>+ax+3+2x+2 < a=1.Pentru

acest a, discriminantul ecuatiei este: A =1 — 12 = —11 < 0, fapt care confirma ci ecuatia nu

admite radacini reale.

_(x-a)x+b) x-a £ - (x+2)(x-b) x+2 £ (x+3)(x+b) x+3
(x+a)x+b) x+a = (x=2)(x=b) x-2" 1 (x=2)(x+b) x-2

pentru x € R\ {—a, —b}, E; existd pentru x € R\ {2, b}, E3 existd pentrux € R\ {2, -b};

X-a x+ 3 N x+2

8.a) E ; B existd

bE -E+E=0s =0 < 2x*+ 5x —a = 0. Pentru ca x = 3 si fie rida-

x+a x—-2 x-2

cind, trebuie ca: 18 + 15 —a =0 = a = 33. Pentru acest a, x, = —23—33=—12—1.
—(5a—7)4_r\/(5a—7)2—16(3—5a) 7-5a+(5a+1) 7-5a+5a+1
9.3) x,, = = JX, = =2;
' 4 4 4
7-5a-5a-1 6-10a 3-5a
X2 = = = 5

4 4 2
1 2
b) x, =— < xx, =1 <:>375a=1<:>5a=2;a=§;
'x2

2 2
0) X7+ :4@4{3_25“} =4:(3_25“) :O:az%

10. Dupa grupdri convenabile, expresia devine: E(x, y) = (2y —x — 1)+ (x — 1)2+ 1 > 1. De aici
rezultd Enin = 1, care are loc atuncicand 2y —x -1 =0six-1=0=>x=1,y=1.
11. intr-adevir, A = (3a + 4b)* — 24ab = 9a* + 16b* > 0.

(x-1’
(x—1)* +4
13. Expresia datd se poate scrie astfel: £ = (x* — 4x + 4) + (x3)? — 4xy + 4) + (x%22 — dxyz + 4) =
= (x — 2)> + (xy — 2)* + (xyz — 2)*. Expresia este minimd atunci cand parantezele se anuleazi

12. F = 20 ; Emin. =0 pentrux = 1.
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simultan: x -2 =0;xy-2=0;xz-2=0=>x=2,y=z=1.
14. a) Ecuatia devine: x> — (@ + 1)x — (@ +2) = 0 care are A= (a + 3)* > 0;

. . . 5
b) Din calcul rezultd x; = a + 2; x, = —1. Relatia devine: (@ + 2>+ 1 =a(a+ 1) cua = 3
15. E suficient sd aratim ci A = b2 — 4ac este patrat perfect. Intr-adevar, A = b* — 4¢(4b — 16¢) =
b+ (b-8 . -bt(b-8
—bt(b-8c) Qsi x,, _=hE(b=8) Q.

2a ’ 2¢
16. Daca x este o radicind comund, reducem termenul in x? din cele doud ecuatii si obtinem

=b?— 16bc + 64¢* = (b — 8c¢)*. Deci x,, =

a+c R o D
(c—a)bxta+tc)=0=x= 5 pe care o inlocuim in prima ecuatie si obtinem (a + ¢)* =

=< la+c=1b|.

17. Sd observam ci: P(1) - P(~1) = (a + b+ c)(@a— b + ¢) = (a + ¢)* — b%. Relatia dati devine:
(a+c)*—b*<(a—c) < dac < b* < A>0. Acest lucru este echivalent in continuare cu faptul
ca ecuatia P(x) = 0 are radacini reale si deci se descompune in factori de gradul I.

18. a) Fie h(x) =f(x) — g(x) = (a — c)x* - 1), cu i(-1) =h(1)=0sia—c>0. Cumxo € [-1, 1] =
= h(x0) £ 0 = f(x0) < g(x0). Altfel, prin calcul direct;

b) Fie a o rddicind comund. Atunci aa® + ba, + ¢ = 0 si co® + ba, + a = 0. Eliminand termenii

2
c+aJ _b(c+a)+

de gradul II, obtinem: o = HTa ; prin inlocuire obtinem: a( c=0<
Sal(c+a)l-Pl=0<a(lcta+b)(cta-b)=0<a+b+c=0saua—-b+c=0.

19. Efectuand calculele, ecuatia devine: x> — (@ + b)x + ab—c>* =0 cu A= (a + b)? — 4ab + 4c* =
=(@—-bP +4 2 0; E= (x{ +x7)° =2x7x; =[(x, +x,)" —2x,x5, 1 —=2(x,x,)* =[(a + b)* -
—2(ab - A -2(ab - c*)? = (a + b)* —4(a + b)*(ab — ) + 4(ab — ¢*)* — 2(ab — > = (a + b)* -
—4(a + b)Y (ab — c*) + 2(ab — c*).

5. Rezolvarea in numere intregi a ecuatiilor

1. Ecuatia se poate scrie: 3(xy — 6) = 4)?, de unde se observa ci y este multiplu de 3 (y = 3u,

u € Z), inlocuind obtinem: 9xu — 36u% = 18 < xu — 4u* = 2 < u(x — 4u) = 2; de aici, avem:

Du=2,x—4u=1=>x=9,y=6;

NDu=1,x-4u=2=>x=6,y=3;

Nu=-2,x—4du=-1=>x=-9,y=-6;

Hu=-1l,x—4u=-2=x=-6,y=-3.

2. Efectuam calculele si obtinem: xy + Sx + 2y + 10 -2xy —4x -2y -4 =5 xy+tx=-1 <

Sxy-1)=1,deundex=1,y—-1=1=x=1,y=2saux=-1,y—1=-1 > x=-1,

y2=0.

3. Din a doua ecuatie deducem z =y —x — 3 = z> =2 + x> + 9 — 2xy — 6y + 6x, valoare pe care
x—y=1 x=10

o introducem in prima ecuatie: (x — y)(y — 3) = 6. De unde: 1) <y-3=6 =<y=9 ;
z=y-x-3 z=-4
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x—y=2 x=8 x—y=3 x=8 xX—y=6 x=10
2) yy—-3=3 =qy=6 ;3){y-3=2 =4qy=5 ;4 y-3=1 =>y=4 ;
z=y—-x-3 z=-5 z=y—-x-3 z=-6 z=y—-x-3 z=-9
x—y=-1 =4 x—y=-2 x=-2 x—y=-3 x=-2
5)4y-3=-6 =:y=-3;6)3y-3=-3 =3y=0 ;7)y-3=-2 =y=1 ;
z=y—-x-3 z=-2 z=y—-x-3 z=-1 z=y—-x-3 z=0
x—y=-6 x=-4
8 y-3=-1 =3y=2 .
z=y—-x-3 z=3

4. Din faptul ¢ y* = x(yz — 1) rezulta ca x divide pe y, deci y =xt (t € N) = xF =x(xtz— 1) =
= x* ' = xtz — 1, cum partea dreaptd nu-l mai contine pe x ca factor, rezulti: z— 1 =0, z = 1.
Deaici: t=xt—- 1 <otix-1)=1<t=1;x—1=1,decix=2,y=2,z=1.

5. Ecuatia se poate scrie: (9x% —6xy +3%) —x*=5< Bx -y —x*=5< 2x —y)(dx —y) =5,

. 2x—y=1 x=2 2x—-y=5 x=-2 2x—y=-5 x=2
cu posibilitatile: 1) = ;2) = ;3) = ;
4x-y=5 y=3 4x—-y=1 y=-9 4x-y=-1 y=9

{Zx—yz—l {x=—2
4) = .
4x—-y=-5 y=-3
6. Ecuatia se mai poate scrie astfel: (x + 2)(y + 3) = 1 care ne da:

{x+2:1 {x:—l {x+2:—1 {x:—3
1) = ;2) = .

y+3=1 y==-2 y+3=-1 y=—4
7. Sé rezolvam in multimea numerelor naturale ecuatia diofantica 19x + 85y = 1985 <

x= 1985-85y =104—4y+—9(11;y) =104 — 4y + 9u, unde am pus conditia 1 — y = 19u
(u € Z) => x =100 + 85u, iar y = 1 — 19u. Deci In Z x Z solutiile sunt: x = 100 + 85u, y =
=1-19u, u € Z pentru a extrage solutiile din N x N, punem conditiile x, y > 0, de unde rezulta
u=0=x=100,y=1,deci 4= {(100, 1)}.
8. Intr-adevir, ecuatia se mai poate scrie: x2 — 8x =)* — 8y = a2 — )2 —8(x — ) = 0 &
Sx-y)x+ty—-8)=0,cumx#y=x+y—8=0.Pentrux=ne N=y=8—-x=8-neN,
deci0<n<8n=0=>x=0,y=8;..;n=8=x=8,y=0.
9. Daca, prin absurd, x + y—xy =1, atuncixy—x—y+1=0< (x— 1)(y — 1) = 0, de unde in mod
necesar rezultd x — 1 =0, adici x =1 sau y — 1 =0, cu y = 1, contradictie cu alegerea lui x si y.
10. Ecuatia se poate scrie: (x — 1)(y — 3)(z— 5) = 1, de unde obtinem cazurile:
Dx—1=1,y-3=1,z-5=1=x=2,y=4,2=06;
Dx—-1=1y-3=-1,z-5=-1=x=2,y=2,z=4;
Nx-—1=-Ly-3=1z-5=-1=x=0,y=4,z=4;
Hhx—-1=-1,y-3=-1,z-5=1=x=0,y=2,z=6.
1.3y -2x-2y-1=0(x—p)(x+y)-2(x+y) =1 & (x +y)(x —y —2) = 1, deci:

x+y=1 x=2  |x+y=-1 x=0
= S1 = .
x—y-2=1 y=-1" |[x—y-2=-1 y=-1
12. Ecuatia data se mai scrie: x*(y + 1) = 180 < x*(y + 1) =4 - 5 - 9, cu posibilitatile:
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¥=9,y+1=20=>x=3,y=19;x*=4,y+1=45=>x=2,y=44; x> =36,y + 1 =5=>x =
=6,y=4.
13. 992 = 25 . 31. Deci ecuatia se scrie: x*(x’* — 1) =23 - 31, de unde rezulti x =2, z = 5 si
25 —1=31sau2?=32=2=y-5=5=y=10.
3x-2y=19,2x-3y=1,cux=11,y=7;3x-2y=-1,2x-3y=-19,cux =7,y = 11;
3x-2y=-19,2x-3y=—1,cux=-11,y=-7;3x-2y=1,2x-3y=19,cux=-7,y=-11.
15. Fie x si y cele doud numere. Conform enuntului avem: x =3? - z (z € N) si x — 2 = 1975;
V+1975=yz2 <y (z-1)=1975 <y (z—-1)=5*- 79 < y =5,z =80 six = 2000.
16. Ecuatia se poate scrie: x(y + 1)> = 75y. De aicirezulti y + 1 =+5six =3y. Pentru y + 1 =5
= y=4,decix=12,iardacay+1=-5=y=-6, deci x =—18.
17. Efectuand o descompunere in factori, obtinem: (x + 1)(y + 1)(z + 1) = 1001 sau:

x+1=13 x=12
(x+DEx+1)(Ez+1)=7-11-13,deunde: {y+1=11=:y=10.

z+1=7 z=06

18. Ecuatia datd o putem scrie: 2x> — 2x(4 +y — z) + y* + 22> + 2y — 16z + 35 = 0, pe care o
privim ca pe o ecuatie de gradul II in x care are radacini reale, deci A, > 0, care se scrie:
Ax=(@4+y—z}-207+222+2y - 162+35) =32 +2y(2-2) - 32>+ 24z - 54> 0 &
< 3? — 292 — z) + 322 — 24z + 54 < 0 pentru care Ay > 0 < (2 — z)? 322 + 24z — 54 =
=_2(z—5)*>0 = z=5. Inlocuind in A, > 0, obtinem >+ 6y + 9 <0 = (y +3)2 <0 = y =
= 3. In fine, inlocuind in ecuatia data valorile obtinute, vom obtine: 2(x —2)> =0 = x = 2.
19. Ecuatia se scrie: (2x —y)> + (y — 2)* = 0, de unde rezultd: 2x =y =2, adicdx = 1; y = 2.
20. Din conditiile 0 < vVx—-3 <2< 3<x<7si0< J3-y <2,y<3,0<3-y<4 &
& —1 <y <3 obtinem perechile de solutii: (3, -1); (7, 3).
21. Sa observam mai intdi ca niciunul din numerele x, y, z, ¢ nu poate fi 1. Daca x > 2, atunci:
L+L+i+i < l+l+l+l < 1. Ramane ca singura solutie este: x =y =z=¢=2.

2 2 2 4 4 4 >

oy rf 9
6. Probleme care se rezolva cu ajutorul ecuatiilor si al sistemelor de ecuatii

1. X=8:x+39=37. %,deundey=9;x=72.

<=

2.

1

iex, y, z, t cele 4 numere. Atuncix +y+z+1=39%six+5=y-5=5z=—-=r=>x=

W |~

=r—5;y:r+5;z=§;t=5r. De unde: 2r+5r+§=396<:>% =396<:>r=—39366.5 =

=11-5=55=x=50;y=60;z=11;¢=275.

S 2 . .
3. Notam cu x tot drumul si deci vom avea: (x — 13) - §+ 13= %, deci x = 78 km si vom tran-

sforma in hectometri x = 780 hm. Mai are de strabatut 780 - % —130=338 hm.
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dx+2x

4. Prima echipa a realizat x piese, a [I-a 4x, a [ll-a x-4x =2x,alV-a = 3x, deci:

10x = 100 = x = 10. Intreaga productie reprezinta 200 de piese; I a realizat 10 piese, mai are de
realizat 40 piese; a II-a a realizat 40 piese, mai are de realizat 10 piese, a III-a a realizat 20
piese, mai are de realizat 30 piese; a [V-a a realizat 30 piese, mai are de realizat 20 piese.

5. Conform enuntului daca x si y sunt cele doud numere, x > y, atunci x*> — y* = 1805. Pe de alta
parte, x = 19u, y = 19v, deci inlocuind obtinem: 19%4? — 1942 = 1805, iar dupa simplificare:
u> —v* =5 sau (u — v)(u + v) = 5. Cum produsul a doud numere naturale este un numar prim,
rezultd ca vom avea simultan: u —v =1, u + v =15, de unde rezultd ca u = 3 si v=2. De aici x =
=19-3=57siy=19-2=38.

6. Din enunt, 10x + y = (x + y)? < x? + 2x(y — 5) + > —y = 0, ecuatie de gradul II care are dis-
criminantul A = (y — 5)* — 32 + y = -9y + 25 si care este patrat perfect pentru y = 0 si y = 1. Pen-
tru y =1 = x = 8, deci numarul este 81.

7. Fie x numarul cel mai mic, y urmétorul si z numarul cel mai mare. Avem y —x =z — y; xy =
= 85; yz = 115. Din prima ecuatie rezulta z = 2y — x; Inlocuind pe z in ecuatia a treia obtinem
2y? —xy = 115, dar cum xy = 85 rezultd cd 2)” — 85 = 115; 2)? = 200; x =8,5; y = 10; z= 11,5
(solutia x =-8,5; y =—10; z=—11,5 nu convine, deoarece z < y < x).

. . . . . 72 . 72
8. Fie x numarul elevilor. Fiecare trebuie sa primeasca — . Rezulta ecuatia: (x —3) (— + 4) =72.
X X

+y+ P42’ . .
9. 2 ;j Z=a;x y3 z =b . Trebuie sa gasim

Xy+yz+zx

. Din prima relatie rezulta:

2
W+ + 2+ 20y +yz+zx) =90’ = xy+);z+zx:3a2_b.

7. Identitati

15. (1) = (2). Fie %:2 —r=a=rbc=rd;E=(a+b+c+da—b—c+d)=
—(rb+b+rd+d)rb—b—rd+d)=(r+ 1)b+d)r—1)b—d) = — )b - P,
F=(@-b+c-dyatb-—c-d)y=(b-b+rd-d)ob+b—-rd—d)=
=(r—1)b+d)r+ 1)b—d)=(*— 1) — d?). Deci E=F.

Reciproc, (2) = (1). Se fac calculele si se obtine: ad = bc < %: 2 .
17. Din l:l—l rezultd b-c :l & ab = ac + bc. Analog, l:l—l & ac =ad + cd.
a ¢ b bc a a d c

Atunci E=a(d—c)+bla—c)+c(d—a)=ad—ac+ab—bc+cd—ac=—-cd+ac+cd—ac=0.
18.a+b=1=>d+b*=1-2ab= a*+b*-2a°b*=1—-4ab, E=a* + b* - 24> - 20> — 2a°b* +
+a*—b*=1—-4dab—2a>+ b))+ (@* + b*)=1—4dab—2[(a + b)* - 3ab(a + b)] + (a + b)* — 2ab =
=1-4ab-2(1 -3ab)+1-2ab=0.

19. Aducem la acelasi numitor, care este: (a — b)(b — ¢)(c — a) si calculdm numaratorul.
E=(a—bc)b—c)+ (b—ac)c—a)+ (c—ab)a—b)=ab— b*c—ac+ bc*> + bc — ac* — ab +
+ a’c + (a — b)(c — ab) = c(a* — b*) — c*(a — b) — c(a — b) + (a — b)(c — ab) = (a — b)(ac — bc —
—c?—c+c—ab)=(a-b)ac+ bc—c*—ab)=(a—-b)[b(c—a)—c(c—a)]=(a—b)b-c)c—a).
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+ ! + !
I+xy 1+yz 1+xz

20. Prima relatie este echivalenta cu: =0 & z (I+xy+yz+xp’z) =

=3+ 2ny+xy22x:0 si tinand cont ca Zx=0:> 3+ 2(xy + yz + xz) = 0, de unde

xy+yz+zx:—%.

. E=(a+bP—(a+b)+1=1T.

22. Din identitatea: (a + b + ¢)> = a®> + b*> + ¢ + 2(ab + bc + ca) rezultd ab + bc + ca = 0, iar din

identitatea: @®> + B> + > = (a + b + ¢)(a® + b> + ¢* — ab — bc — ca) + 3abc rezultd abc = 0.

23. 1) Se foloseste identitatea: a® + b* + ¢ — 3abc = (a + b + ¢)(@* + b* + ¢* — ab — ac — bc);

2) Din (a + b + ¢)* = 0 rezultd: a®> + b* + ¢* = —2(ab + bc + ca), pe care o ridicim la pitrat si

obtinem: a* + b* + c* = 4(a®b? + b>c? + 2a® + 2a’be + 2b%ac + 2c*ab] = 4[a*b? + B’ + Pa® +

+ 2abc(a + b + ¢)] = 4(a*b? + B> + *a?);

3) Din @ + b + ¢* = 3abc rezulti: (a® + b* + ) (a® + b + ¢?) = 3abc(a® + b* + ¢?). Transfor-

mand membrul sting, obtinem: @’ + b + ¢* + a’b*(a + b) + a*cXa + ¢) + B*A(b +¢) =

=3abc(a® + b* + ) sau: @’ + b + & — a?b*c — a’c*b — b*c’a = 3abc(a® + b + ?). Deci:

@’ + b + ¢ — abe(ab + be + ca) = 3abe(a® + b? + ¢?) si tindnd cont ¢d —2(ab + be + ac) — a* +

+ b? + ¢? rezulta relatia 3).

4) Conform cu 1) si 3) avem: 3(a® + b> + ) (a® + b? + ¢?) = Sabc(a* + b* + ) =

2a’ +b’ +¢)
Sabc

5) Inmultim relatiile 1) si 2) si obtinem: 2[a’ + b7 + ¢7 + @*b*(a + b) + a*c(a + ¢) + B’c3(b + ¢)] =

=3abc(a® + b* + c?)? sau: 2(a’ + b7 + ¢’ — a*b’c — a*Ab + b’cPa) = 3abc(a® + b* + ¢?)?, de unde:

2(a” + b7 + ¢7) — 2abc(a®h? + b*c* + a’c?) = 3abc(a? + b2 + ¢?)?, dar a?b* + b + a’cr =

= 15abc - =6(a’ +b’+c°).

1 .. ..
= Z(a2 + b% + ¢?)?. De aici rezultd: 2(a’ + b" + ¢7) = %abc(a2 + b* + ¢?)? si tinand cont de 3),

obtinem relatia ceruta.

8. Inegalitati

18. 1) Prima inecuatie este echivalenta cu
—x

>0,cux e [3,2).
4

3x-1

2) Conditia de existenta a radicalului Tmpreuna cu inecuatia, ne da sistemul 0 < <l&e

1 3
Sxe | =, = .
[3 4j

19.1)x € (—oo, %} UB,0);2)x e (2,3)v (%, ooj.

—-X

. . . mx—2m+2 L .
20. Inecuatia este echivalenta cu ——— > 0. Analizam pe cazuri:

m—2
2m—2
Dme(0,0)0=m-2<0=>mx-2m+2<0=>mx<2m-2=x> ;
m

2)m=0= —x>1—x, imposibil;
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3yme(0,2) = my<2m-2=x< =2,

m
Bym>2 = mr—2m+2>0= x> 22
m
. : Pox+1l 1 2x% —x+1
21. Inecuatia este echivalenta cu: %+5<0<:>x—x+<0.Dar 22X —x+1=x*+
x— x—

2
N (x_%j +% >0,decix—1<0ex<l.

22.x € (-6, 4].
2 2 2
23. 40> Tab+ 5 = 4a> —4 . 1L IV g B0 (- L L
4 16 16 4 16
24. Partea stinga a inegalitatii se poate scrie: «(a* + b* + ¢?) < 2ab + 2ac + 2bc < (a + b +¢)* 2 0.
In acest caz, egalitatea are loc cand a + b + ¢ = 0. Pentru a doua inegalitate, putem scrie:
ab+bctca<3=a?+b+c? < (a-b)*+(b—-c)*+(c—a)*=0,cuegalitate cind a = b = c.

> 0.

25.Dinl=a+b> 2v/ab deducem ab < l;iz4;—7_abZ—l gia2+b2:1—2ab21—l=l.
4 ab 2 2 2
2 2
Deci [a+t| +[p+l] c@?+pr+tatiastigia2
a b a’> b 2 4

26.1) 1 =a®>+ b>=(a + b)> — 2ab = 4ab — 2ab = 2ab = ab < %.Luéma=fa’§i deci —a'b <

< % <ab> —% si prima dubla inegalitate este dovedita.

D 1=a?+b*+c*>|ab+bc+ac|,deunde: —1 <ab+bc+ac<1.
27. c(a + b) = (ax* + by?)(a + b) = a’* + b*? + ab(x* + y*) > a*c* + b*? + 2abxy = (ax + by)*.

28. Din l+l =1 deducem a + b = ab. Folosim inegalitatea mediilor atb >

ab , obtinem

a
ciia+b>2Jab=2Ja+b < (a+bP24a+b)a+b>4.
29. Folosim inegalitatea mediilor: x, y > 0 = \/E <2 —; J ;
l+l> 2 4 l l 2. 4 ‘l+l>i> de unde:
a b_ a a+b’b ¢ \/—c b+c ¢ a_\/a_c+a’ '
2( ) ( ! ) , care prin impartire la 4 ne da inegalitatea data.
a+b b+c c+a

a*+b> _a+b a’+b’ a+bY a’+b> _a’ +2ab+b’

30. 1) > = > o > =
2 2 2 2 2 4

& 2a*+ 2072 a? +2ab+ b < a? —2ab+ b > 0 < (a— b)? 2 0, evident;

a +b’ a+b
2

< a¥a—b)—bNa—b)=0;(a—b)*(a+b)=0.
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31. Putem scrie: 0 > @’ + b + 3abx = (a + b)(a* — ab + b?) + 3abx > x(a®> — ab + b*) + 3abx =
=x(a*+ 2ab + b?) = x(a + b)?, deci x(a + b)* <0, de unde x < 0, intrucat (a + b)*> > 0.
32. Inegalititile sunt echivalente cu a® + b* + ¢ > ab + bc + ca sau (a — b)> + (b —¢)* + (c —a)* = 0.

33.Din 0 <a <b <crezultd: 0 < l<l<l:l+l+l<l+l+l:§®a<;. in
c b a a b c a a a a 1 11
a b c
1 1 1 3 3
mod analog, —+—+—->=-<c>———.
a b ¢ c 1 11
a b c
Mq.l=(@+b+c)l=a*+b*+*+2ab+2ac+2bc=a*+(b+cP+2ab+c)=a*+(b+c)’+
2
+2a(1-a)=a*+(b+c)P’=1+2a*>-2a=2 @ —a+t]=|[a=L] 1|52 11 5
2 2 4 4 2

= \Ja’ +(b+c) 2%:%2\/& +(b+c) +\/b2 +(a+c) +\/c2 +(a+b) 2%.

Pe de alta parte, a®> + (b + ¢c)> =a*>+ (1 —a)* =1 + 2a(a — 1) < 1, deoarece din enunt rezulta ci
a,b,c €[0,1]= Ja* +(b+c)’ +b? +(a+c) + +(a+b)’ <3.

35. Conform conditiilor, vom avea:
1 ~x+1

2

N2y +2 <1

<1< 3<

IA
IA

3
I1<x+1<9 2
4<2y+2<16 <
16<z+16<25

Vx+1 N N2y +2 +\/z+16

2 4 2

<5.

D= o
IA

N

16

+

z

2< <

S}
N | i

36.a+b>2\ab,b+c> 2\/5, ctaz> 2\/5,412 +b* 22ab,b* +¢* >2bc, * +a® >2ca,
care prin inmultire ne da prima inegalitate. in mod analog procedim pentru a doua.

2 2 2 2
37. (ﬂer] +(2+bj =a’ [x—2+y—2j+2b2+2ab[£+1]22a2+2b2+4ab:2(a+b)2.
y X yoox y x

38. Prima parte a inegalitatii se scrie: 2n < % ST B34 DL B3 o 2 < 3N evi-
+
1+ 2” 2’171 n=1\qn-1 n-1 n-1 —1 —1
dent. Pentru a doua parte, ———< & (142:27)3" <27 (143:37) < 301+ 2. 201
+

S3rl <ol 43 el 3l oy 3l < el g gl Bl oy 3l (nel 1) 4 -1 > (), relatie de ase-
menea evidenta pentru n > 1.

39. Prima parte a inegalitatii este echivalenta cu: ax + b < ax + bx < b(x — 1) > 0, evident.
Analog partea a dovaax <ax+ b < b>0.

40.(a+b+c) l+l+l =1+2+£+£+1+£+£+é+1=3+ ﬁ+é L+ L)+ E+é >
a b c a a b b ¢ c b a a c b
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. < 1 . 1
>3+2+2+2=9. Am tinut cont ca dacd x > 0, atuncix + — > 2.
x

41. l=Z+£>0;l=£+£>0 si l=£+Z >0, de unde: l+l+l = Z+2 +(—+—j+
a x x b y y c z z a b c Xy X z

+ (£+ZJ > 6, deoarece am tinut cont de faptul ca dacd 4 > 0, atunci 4 + i >2.
y z

42.Dina+b=c+d=a*+b*+2ab=c*+d*+ 2cd.

1) De aici a* + b* — ¢ — d* = 2(cd — ab) < 0 si deci cd < ab = a* + b> < ¢* + d” si reciproc.

2) ab > cd = —2ab < 2cd si a> + b* < c* + d?, de unde: (a — b)> < (c—d)? < |a—b| <|c—d|.

3) @*> + b < + d® = conform cu 1) ab > cd sau —2ab < 2cd = (a — b)* < (c — d)* &
Sla-bl<lc—d|.

2 2
43.Din%+2223a+b£1072=8.Pedealtéparte,S=10=a+b+a ;b
a a

2 2 2 2 2
CHD 0wy e CEE 2 iy e O Dinatb<s =
ab ab 12—(a+b)
2 2
b2 8o 12— (a+h)rdo—t Lo g @ (arhy 64,0

12-(a+b) 4 12-(a+b) 4 4
44. Notdm a — b = x si ridicam succesiv relatia la patrat: a® + b* = x> + 2ab = a* + b* + 2a*b* =
=x*+4a’b* + dabx® < a* + b* = x* + 2a*b* + 4abx®. Astfel inegalitatea din problema revine la:
X H2+42+7 210 @ x* - 6x2 +9 >0 < (x? - 3)? > 0, care este adevaratd. Egalitate avem
pentru (@ — b2 =3 < a—-b=%3.

45. Utilizand inegalititile cunoscute: x> +)? + 22> xy +yz + zx sia + b > 2<ab (a, b > 0) ob-

tinem: x? + 3% + 22 + xy + yz + zx > 2(xy + yz + zx) > \/xzyz +\/xy22 +\/xyz2 =

SN roved I B N e N

46. Ordondm ecuatia datd dupd x, astfel: x> = 2xy +1? - 2x -2y + 1 =0 & > - 2x(y + )+ (y— 1)* =
—0, cux=y+1+2Jyp=(Jyx1) >0, sianalogy = (Vx£1) > 0. Daci x> 1,y <x=

= Vr=1+yefr—Jfy=lLiardacix<1l,y<1=Jx=1-y oJx+y =1

47. Relatiile date se scriu: x> + )2 + 22 +2(x + 2y + 32) =299 si x> + )2 + 22 - 2(x + 2y + 32) =
= 91, de unde: x> + 3 + 22 = 195 si x + 2y + 3z = 52. Asadar, inegalitatea datd devine:
13-195<522<3-5<42< 15<16 evident.

48. Plecam de la inegalitatea: (a + b + ¢) (l+l+lj <9< 1+(£+2J+ 1 +(£+£J+
a b c b a c a

+ 1+(2+£j >9; (£+2j+(£+£j+(é+£j > 6, evidenta, deoarece x + l >2,Vx>0.
c b b a c a c b X

49. Plecim de la identitatea lui Lagrange: (ax + by + cz)? + (ay — bx)> + (az — cx)* + (bz — cy)* =

=(a® + b* + A)(x* + )? + 2%), de unde rezultd imediat inegalitatea.

50. in inegalitatea: (am + bn + cp)? < (@ + P2+ A)m2 + 2+ p) luima=b=c=1sim =

=\/;,n=\/;,p=\/;; (\/;+\/;+\/;)2S3(x+y+z):3<:>x/;+ y+\/;S«/§.
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51. Inegalitatea dati este echivalentd cu: 2x* — 3x° + 2x> — 3x + 2 > 0, care, dupd grupari conve-

2
nabile, se poate scrie: (x> —2x + 1)(2x> +x +2) > 0 < 2(x—1)° Kx+%] +1—2} >0, care este

evidenta.

2
523 -+ 32+ 2+ 3= —x + D) 22 +x + 1) + 1= X Kx—%] +%}+

2
+ 2 (x+l) +é +1>0.
2 4

53. Pentru x = 1, P; devine: 0 > 0, fals. Deci P, este adeviaratd. Din faptul cd [x> + 1| > 1 si
|x2— 1|20, V x € R rezulta ca P este adeviarata.

. . - - x+1 x+1
54. Inecuatia se transforméd dupd cum urmeaza: — <l — <l &
X +x+1+2x+1 X" +3x+2
el axti200 X s0ore (o) Ul w) 52
(x+D(x+2) x+2 x+2

=>xe(2,0)=>xeN-{0,1,2}.
55. x* +yt = (22 — )% + 23372 = (x* 1) + 2% = (¢ + yH(1 - x* - yY) = 2x%? > 0, de unde
I-x*—y* >0 xt+y< 1.

56. Sa determinim semnul expresiei: £ = (x + y)(x2 +y’ —g] =X +y +x’y+x° —g(x+y) <
<X+ Y XY+ +y —x =2y + X7y +xp° = p(2y° +x° +xp) <0, dar x +y <0, de unde
rezultd x? +)? — % > 0.

57. Ja+b < J2(a+b) < a+b+ 2Jab <2(a+b)<a+b> 2Jab , evident si
Ja+3b<ifaa+b) < a+b+33abRla+b) <a(a+b) = JabFa+b) <a+be
e Yab(fa +3¥b) < (o +36)Va* ~Yab +p?) = (a +I6)(Va® - 23ab +Ip*) 20 =

= (3/2 +3/b )(%/Z - )2 > 0. Adunand aceste inegalitti, obtinem inegalitatea ceruta. Egalita-
tea are loc dacd si numai daca a = b.

58. Inegalitatea datd se descompune in # inegalitati de forma: Vi—a+dx+a<2dx o
Sx—at+xta+ 2Mx* —a® <4x & +x* —a’ <x,evidenta.

(x-2)°
(r+y—xp)’
& X2 + dxy — 2x%y — 2xp* > 0 < xp(x — 2)(y — 2) > 0 care este adevirata.
60.E=(x-Dy-Dz-1D+1-mCumx-120,y-120,z-120,E>21<1l-m21<
< m<0.

59. Inegalitatea este echivalenti cu: <leo@x-—yP<@x+y-x)P o

9. Diverse
1.4={1,2,3,4,6}; B={1,3,4,5}.
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=1 x-1 ., 2 =1 x+1 Cn
——+—— §i X’ +x=———+—— au sens pentru x # + 1, deci in

x =1 x-1 x =1 x+1

aceste conditii ele se vor scrie: x> + x = 2 ce au ca solutie x = 1 si x = —2; x = 1 nu este solutie;

x = -2 este solutie pentru ecuatiile de la multimile 4 si B, deci 4 = B = {-2}.

5_
3.a)N=27-20-2=202-1)-2=26-2=2(25—1)=2- 22 11: 21 +2+224+23+24 =

2. Ecuatiile x* +x=

. . . a" -1 e
=2+22+23+2%+ 2% Am tinut cont de identitatea: o= l+a+a’ +.+a""
a—

b) Analog M=2"-2=22""' -~ 1)=2(1 +2+ 22+ ... +2"2)=2+22+ 23+ + 2"

a 2
@ +3b" _ (bj +3 _(5-2J6)’+3 _13-5V6
a* —b (GT B (5-2/6) -1 12-5J6

b
5. Egalitatea este echivalentd cu: (2++/3)"(2=+/3)" +(2=+/3)" =(2+/3)" =1+
+ 243 2=3) —1-2=3) +(2+3) =0 & 22+3)'2-3)" =2 =
< [2+V3)2-V3)]" =1 < 1" =1 evident.

5, pentru m, n pare

4. Putem scrie succesiv:

_3EDT 7D
. =

6. F

12, pentru m si n de paritati diferite
-5, pentru m, n impare
7. Egalitatea se poate scrie: (x> +2x + 12 =x*+4x3 + 6x> +dx + 1 < (x + 1)* = (x + 1)*, care

este evidentd V x > 6.

8. 1.

742 42227 7-49" +32.8" +2-8"
9.2.2" +23.43"  18.2" +23.43" B
7-49" +34.8" 7(49" —8")+41-8"

= = si dacd tinem cont ¢d a" — b" = (a — b)(a"' + a"2b +
18-2" +23-43"  18(2" —43")+41-43"

9. Fractia se mai poate scrie: F =

7(49 —8)(49" +..+ 8" )+ 41-8"

+ ...+ b = multiplu de (a — b) rezultd: F = 1
41-43" —18(43-2)(43" +..+2"")

, de unde se

vede cd 41 se da factor si se simplifica.
10. Fien=2u,m =2v,q=u+ v, u, v € N. Facem ipoteza 4 > B care este echivalenta cu:

10 +1 10" +1
>
10" +1  10™ +1
> 1022 + 2 - 10" + 1 < 10 + 102 > 2 - 10" < (10" — 10")? > 0, relatie evidentd pentru
u#v,decid>B.

& (10% + 1)(10 + 1) > (10" + 1)2 & 10272 + 10 + 10* + 1 >

11. Fie x numarul cerut. Atunci: 3+ x :i =x=12.
8+x 4
12. Putem scrie: Vn <1 ++29 < n <30+ 2429 < (n—3012 < 116 < n> — 60n + 784 < 0 <

o neB30-116,30+116) N Nsin>29 < n e {30,31, ..., 40}.
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13. Dacia =2m + 1 si b=2n+ 1, atunci a®> + b* = 2m + 1)> + 2n + 1)> = 4m> + 4m + 4n* +
+4n+2 =4[m*+ m + n*+ n] + 2= 2(2M + 1) care nu poate fi patrat perfect, deoarece factorul
2 apare numai la puterea intai.

n S n

14. Notdm a1+ a» + ... a, = S; atunci: z —Z % Z =5 =n—(x—

i=1 _ai i=1 S_ai
Ecuatia devine n+(x— S)Z =n<(x- s)z;=0<:>x S pentru caz > 0.

i=1 _ai i=1 _al i=1 _ai

Decix=a1+tax+ ... +a,

. 1 1 1
15. Sa notdm a1+ ax + ... a, = S. Atunci: E = + +..+ =

S—a, S-a, S—a,

1| S S S 1{S-a S-aq S—a, n
=— + ot =— + ot =—.
S| S-a S-a S—a, S| S—a S-aq, S—a, S
16. Daci x + y + z = 0, atunci folosim identitatea x> + y* + 23 — 3xyz = (x + y + 2)(x* + y?> + 22 —

. . . . . 2
— Xy —xz — yz) si obtinem x? + 32 + z% = 3xyz # 0 si deci fractia este egald cu 3

2xyz—(x+y+z) 2

Reciproc, daca =3 Sb6xyz-3x+y+z)=23+y+) <

X +y 4z
S22+ P+ -3x2) +3x+y+2) =0 (xFy+ )22+ 207 + 22— 2xp — 2xz — 2px + 3] =
=0 @+y+)[x—-p)P?+@-2P2+(Ez-xP+3]=0x+y+z=0.

bc

17. a)D1nab+bc+ca—0:>a+b:—a—b a+c:—7 btc=——>=
¢ a

= Y. b’ (a+b)a+c)=) b'c’a’ =a’b’c* (ab+bc +ca) =0;
b)E= (Bx-a-b=o)(x-a) +(x=b)+(x-¢) -(x-a)(x~b) - (x~b)(x~¢) - (x~¢)(x - a)] _
Bx-2a-2b-20)(x~b-c) +(x~c—a) +(x—a-b) - (x~b-c)(x-c-a)-(x~c-a)(x-a-b)-(x~a-b)(x-b-c)]
Bx—a-b—c)a*+b* +c* —ab—ac—bc) _ 3x-a-b-c
(Bx—2a-2b-2c)(a* +b* +c* —ab—ac—bc) 3x-2a-2b-2c¢’
9x= 3+ J_( ebac)m Em Q+2)a+b+c)
A+2)a+b+c)
18. Daca x # 0, atunci 1 +y + z # 0 si analoagele. Atunci toate relatiile sunt echivalente cu:

l+x+y+z=0.
19. Toate relatiile sunt echivalente cu: a + b + ¢ + abc = 0.

V2.

20. Deoarece xyz=1=x,y,z#0. Atunci: 0= 1 +x+xy=1+x+ l:l(z+zx+1):
z z

1 1 1 1 1
= —| z+—+1|=—(yz+ y+1). Pe de alta parte, + + =
z y zy l+x+xy l+y+yz l1+z+2zx
1 1 1 1 1 1
z _z+ N (z+) _1

= + + =
l+z+zx l4+z4+zx 1+y+yz l+z+zx l+y+yz 1+yz+y I+y+yz
21. 48 = (xy + zt)* — (xy — z)* = [(xy + z£)> + (xy — z0)?][(xy + z£)* — (xy — z)*] =
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=2(xH? + 224) - dxyzt =2 - 3 - dxyzt = xyzt = % =2.

22. Din relatia data obtinem: y = % , pe care o inlocuim in produsul xy:

x(7-3x) =3x>+7x 3( , 7 j 3 ( ) 7 49j 49
= = =——| X ——x|=—=||x -2 —x+—|-—|=
2 2 2 3 2 6 36) 36

3 7V 49 3( 7Y 49 . . s
=——||x——=| ——|=—-=| x—— | +—. Valoarea maxima se obtine pentru x = — si aceas-
2 6) 36| 27 6) 24 6

49 . 7
ta este — . Pentru acest x obtinem y = —.
24 4

2

x’y B (X + (X +y* +2xy) +x7 ) B

23. 2+ P+ 2=+ +

(x+y) (x+y)’
B (€ s B | (G G ) R Kt S NN C it Al 0 N S A 0
(x+y)’ (x+y)
(x2+y2+xy) ? x2+y2+xy
= {—} Jdeci X +2+22 =22 T <.
x+y X+y

3S(a+b)(a2+b2)

1 S @+ byl L2+ ) <

. . +b
24. Inegalitatea data este echivalenta cu: [a 5 j

&> (a—b)? 2 0, care este evidenta.

25. O(x) = (x + 1)(x? + 1); de aici se observa ci P(—1) = 0, adici: 5+ a =0, a =—5. In acest caz,
P =0 -D+E-D+E2-D+E-D+ - D)= - D+ 2x2 +3x3 + 4x + 5) si
deci P(x) va fi divizibil cu O(x).

26. Sanotimcu P=1-2-3 - ... - 100 produsul elementelor din M si sd vedem cu cate zerouri
se termind acest numar. Pentru aceasta, sd constatdm ca in sirul numerelor naturale, numerele
divizibile la 5 se succed din 5 1n 5, la 5% din 25 in 25. Cum 10 este 2 - 5, numarul zerourilor cu
care se termind P este egal cu numarul aparitiilor lui 5 in acest produs, iar acesta este:

%+%:ZO+4:24. Suma acestor numere va fi: 5+ 10+ 15+ ... + 100 = 105-20

punsul este deci negativ.

27. Scriem astfel: N = 4+\/E—2«/§—\/4—\/1>=4+—\/g_8— 4—\/5:
\/4+«/E+2x/§

. Ras-

4-/15 —
B —\/ < 0.
4-A15 +2J§+ M

28. Numarul se poate scrie: N=5-25"-4.2"+9.3".2.2"=20-50"+ 18 - 12" =

= 19(50" + 127) + 50" — 127 = 19(50" + 127) + (50 — 12)(50" + 5072 . 12+ ... + 12" 1) =

= multiplu de 19.

29.4=7"-72-3"—49=49 . (21)'— 49 =49(21" — 1) = 4921 — 1)21" 1 + 21" 2 + ... + 1) =

= multiplu de 49 - 20 = multiplu de 980.

30. Vom demonstra mai mult, adicd: E(x) = (x + 1)’ + (x + 1)* + x + 1)+ (x + 1>+ (x + 1) + 1
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se divide prin x2 + x + 1. Intr-adevar, E= (x + 1)’ [(x + 12+ (x + D)+ 1]+ [(x + 12+ (x + 1) + 1] =
=[x+ 12+ + D)+ + 1)+ 1] =2+ 3x + 3)(x +2)(x* +x + 1). Deci 11111141y = E(x) =
= multiplu de (x> + x + 1) = multiplu de 111,. Luand x = 1990, obtinem afirmatia din enunt.

31. N = 1991 - 1990%° + 6(1990%° + 1) = 1991 - 1990%%° + 6(1990 + 1)(1990%% — 1990957 +
+...+1)=mult. 1991.

32. Putem scrie succesiv: N =2 - 421 +3m3 _ 22 .31 =8 .42+ 5.3" =13 . 3"+ (4> - 3") =
=13-3"+8(16"-3") =13 - 3"+ 8(16 — 3)(16"' + 16"2 - 3 + ... + 3"!) = multiplu de 13.

2n n n n n no_
33. Fractia se poate scrie: 67 +12-6" +32 = (6" +8)(6" +4) = 6" +4 =1+ 6" -1 =
5(6" +8) 5(6" +8) 5 5
_ n-1 n-2
_ 14 6206 “;_6 Ratast) NS TPTS B S S
34. Folosim identitatile: a" — b" = (a — b)(a"' + a" b + a"3b* + ... + b ) si

a?™ + b = (a + b)(a* — a®'b + a*"2b* — ... — b¥") si constatim ci:
4= 27 4] _ Q+DR2*™" =2 +..+1)
4" -1 (4-D@E"" +4"77 +.+))
@)y +1 3 (2 + )27 =27 1 +])
Ry -1 2R 14
35. Dacé p este numar prim, diferit de 3, va admite una din scrierile: p =3m + 1, m € N, pentru
care Ey = 9m(3m*— 1) saup =3m — 1, m € N, pentru care E, = 27m(m* - 2m + 1) = 2Tm(m — 1)*
36. Conform identitatii impartirii cu rest, vom avea: N=7 - C+ R; 0 < R<7; 125+ C=N;

care simplifica prin 3. Analog:

, care, de asemenea se simplifica prin 3.

R=%,deunde: 125+C=7C+%sau:500+4C=28C+C<:>25~C=500<:>C=20,

deci: N=C + 125 = 145.
37. 31120, = 856 <> 3x* +x% +x? + 2x — 856 = 0 <> 3x* — 12x% + 13x> —52x? + 53x% — 212x +
+214x - 856 =0 < 3x3(x —4) + 13x%(x —4) + 3Bx(x —4) +214(x - 4) = 0 & (x - H(3x* +
+ 13x% + 53x + 214) = 0 cu singura solutie numdr natural x = 4.
38.(n+ 1) +n?=2n>+2n+1=2n(n+ 1)+ 1 care este numir impar, deci nu poate fi divizibil
la un numar par. in mod analog, (n + 1) — n?>=2n + 1.
39.E,=4-2"+3.9"=7.2"4+3(9"-2")=7-2"+3(9-2)(9""' +9"2. 2+ ... + 2" =mul-
tiplude 7; E2=9-3"+4-16"=13 - 3" + 4(16" - 3") = 13 - 3" + 4(16 — 3)(16"! + 1672 - 3 +
+ ...+ 3" = multiplu de 13. In mod analog, E; este divizibil cu 21.
a(a* +5a* +5a*> —5a-6) B

15

40. Expresia se poate aduce la o forma mai simpla: E =

_a(a-1)(a+1)(a+2)a+3)
15

divizibil la &' =1 -2 - 3- ... - k, In cazul nostru, produsul a 5 numere intregi consecutive, va fi

divizibil prin 1 -2 -3 -4 -5=15 - 8, de unde rezulta afirmatia noastra.

. Am vazut insa ca produsul a k£ numere intregi consecutive este

2
41. In relatia data impartim prin % si obtinem 2 (%) +2= 5%. Notam % =t,te(0,1)
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a 1

a+b_g+1_ﬂ_ 5+1__3

a-b a_, t-1 l—l
b 2
42. Utilizim descompunerea: a* + a> + 1 = (a®> + 1)* — a> = (@* — a + 1)(@* + a + 1), In care luim
a =1985" si obtinem numarul scris sub forma (1985% — 1985" + 1)(1985%" + 1985" + 1), n € .

2
43. L”H_B:n+4+
n+3 n+3

zor al lui 1 (adicd +1). Analog pentru n? + 7n + 14.

4. S=n -2 +m-1P+n’+(n+ 1)+ (n+2) =50+ 30n=5n(n*+6).

45. Dacd N= (2m + 1), atunci 2m + 1)> =4m? + 4m + 1 = 4m(m + 1) + 1 si daca tinem cont ci
m(m + 1) este divizibil la 2, obtinem 4m(m + 1) + 1 = 8¢ + 1, deci restul este 1.

46. Daci p + 1 ar fi patrat perfect, atunci ar exista k € N astfel incatp + 1 =P < p=kK¥-1=
= (k—1)(k + 1), care, pentru a fi numar prim, ar trebuicak—1=1sauk=2=p=1-3=3,
contradictie.

47. Presupunem ca acest lucru ar fi posibil si fie x numarul de operatii efectuate cu vasul de 6 £
si y numarul de operatii efectuate cu vasul de 9 £. Va trebui ca 1n final sa se obtind cei 5 €. Deci
6x +9y =5 < 3(2x + 3y) =5, contradictie, deoarece partea dreapta nu se divide cu 3.

48. n(n+ D(n+2)(n+3)-2nn+3)=n(n+3)[(n+Dn+2)-2]=nn+3)[n*+3n+2-2]=
= [n(n +3)].

49. Fie trei numere consecutive: 3n — 1, 3n, 3n + 1. Avem: 3n — 1)+ 3n)* + Bn + 1)* =
=273+ 6n[(3n — 1) -~ (3n - 1)(B3n + 1) + 3n + 1)’] = multiplu de 3.

50. Numdrul se mai scrie: M = n(n — 1)(n + 1) + 3(p + 39 (n — 1)(n + 1), dar produsul a trei
numere naturale consecutive este divizibil prin 3, deci M este divizibil prin 3.
S51.E=n’—n+6n=(n— 1n(n+ 1)+ 6n. Si remarcdm ci produsul a doud numere naturale
consecutive este divizibil prin 2, iar produsul a trei numere naturale consecutive este divizibil
prin 3, deci si prin 6. De aici rezulta E divizibil prin 6.

52. Tinem cont de faptul cd produsul a £ numere naturale consecutive este divizibil prin £, in-
trucat numerele naturale multipli de & se repeta in sirul numerelor naturale dupa k pasi. Dar asta
inseamna ca se divide si la £ — 1, Intrucat £ numere consecutive contin si £ — 1 numere consecu-
tive si apoi la k — 2 etc. Deci produsul a & numere naturale consecutive se divide la produsul
1-2-3. ...k Numirul nostru devine: P(x) = x*(x* — 5x*> + 4) = X’(> - D(x* —4) = (x - 2) -
-(x—=1)-x-x-(x+ I)(x + 2), care contine produsul a 5 numere consecutive, deci se divide la
1-2-3-4.5=120. Pe de alta pare, produsele (x — 2)(x — 1)x si x(x + 1)(x + 2) contin fiecare
pe 3 ca factor, deci 120 - 3 = 360.

53. Un numdr natural, prin impértire la 7, poate da unul din urmatoarele resturi: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, deci orice n € N se poate scrie: n=7p; Ip £ 1, 7p+2; Tp£3. Pentrun=Tp =>n>+ 1=
=49p> + lnuemultiplude 7; n=Tp+ 1 =>n?+1=Tpx 1) +1l=mult. 7+2;n=Tp+2 =
=>n+1=Tpx2y+1=mult. 7+5;n=Tp+3 = (7p£3)>+ 1 =mult. 7+ 3.

mn(m+n)

p(p+1)

cutive, dintre care unul este obligatoriu par, iar numaratorul se dovedeste de asemenea un nu-
mar par, din analiza tuturor cazurilor. Dacd unul din numerele m sau n este par, numaratorul
este par, iar daca m si n sunt impare, suma lor este para.

1 1 .
208 —5t+2=0=>4H=2;t,= E; corespunde ¢ = E Atunci:

sipentrun € N, n+ 3 > 3 rezulta ca n + 3 nu poate fi un divi-

54. F = se simplificd prin 2 pentru cd numitorul este produsul a doud numere conse-
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(x+2)(x+3) B (x+2)(x+3) o (x+2)(x+3)

(4 +(+ ) +(x+y)  EP ety i) DD+ y) |
x, y sunt ambele pare, x + y este par; dacd x este impar, atunci x + 1 este par, deci numitorul
este oricum un numar par; in acelasi timp (x + 2)(x + 3) este par, deoarece este produsul a doud
numere consecutive.
X =2x+1 2 ;s
56. E(x) = = =1-— . Notdm f'(x) = x> — 2x + 3; f are minim pentru Xmin =
x —2x+3 x —2x+3

55. F(x, y) =

b s Amin = 2} =maxim = E(Xuin) = EQ2)=1- E(z):l,
2a S (Xoin) 4-4+3 3
1 4n+1 3n+2 n-1

= = + =
F(n) 3n+2 3n+2 3n+2

57.(4n+ 1, 3n +2) # 1. Se observa ca pentru n = 0, F(0) =2;

:1+lw— > .Trebuieca3n+2:il,i5pentrunGN;3n+2:1:>n:—l;
3\ 3n+2 3n+2 3

—% gN;3n+2=-1=n=-1;-1 eN;3n+2:—5:>n:—g;—geN;3n+2:5:>n:1;

1 € N, n =0 sin=1 sunt solutii.
V71G5+11x45) _V7-5(/5+11x) _ /35 . Pentrux
V5 +11x J5+11

59. Efectuand calculele si grupand convenabil termenii avem: £ = ab[1 + 2(a — b) + (a — b)’] -
—(a®+ b?) — (a - b)(a@® + b*) + ab = ab(a — b)*> + ab + 2ab(a — b) — (a® + b*) — (a — b)(a®> + b*) +
+ ab = (a — b)[ab(a — b) + 2ab — a* — b*] +2ab — a* — b* = (a — b)[ab(a — b) — (a — b)*] — (a — b)* =
=(a—b)[ab(a —b) —(a— b)*— (a—b)] = (a — b)(ab — a + b —1). Analog se procedeaza pentru E».
60. Notim a + b + c = s. Atunci: E=[s + (n — Da][s + (n — D)b][s + (n — 1)c] — (n — 1)’abc =
=53+ (nm—1)a+b+c)s*+ (n—1)(ab + bc + ac)s + (n — 1)}abc — (n — 1)’abc = s> + (n — 1)s* +
+ (n—1)Xab + bc + ca)s = s[ns* + (n — 1)(ab + bc +ca)] =(a+ b+ c)nla+b+c)>+(n—1)>-
- (ab + bc + ac)].
6l.Fien=m+ 1. Atunci: n* + 0> + 1 =(@> + 1> -’ =n*+n+ D> —n+ 1) =[(m+ 1>+
+m+D+1[m+ 1) —m+ D+ 1= +3m+ 3@ +m+ 1), iarm* +m?>+ 1= >+ 1)> -
—m?=(m?>+m+ 1)(m> — m + 1), deci cele doud numere, avand un factor comun, nu sunt rela-
tiv prime intre ele.

123 n-1 1 345 n+l n+l

62.a) ——-—- r——=—3b) = —-—- ..t ——=——; ¢) iInmultim a) si b).
)33 T T Y p +©) inmulfim a)si b)

63. N8 +/18+/32+/200 = 242 +3v/2 + 442 + 102 = 1942 =/361-2 = /722 . Analog si

celalalt.

CN2-1 32 VA e By (5 1)
64. E= «/§+ NG + T _\/ﬁ[ﬁ 1+1 \E+\/; \/;j—ﬁ(\/i \/Ej_

58.E=

5 . .
T expresia nu este definita.

SR
2 2
. . . . v 1
65. Folosim cunoscuta inegalitate a mediilor: vab < a;b = al; <—. Astfel, vom putea
a+
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1 1 V34 1 n(n+1) 1 .
— —; <—j;.,—<—, pe care le sumam membru cu
2 2 243 2 3+4 2 n+n+l 2

N 1
g+ 6+\/E+ + n(n+)<£'

5 7 7 2n+l 2

scrie:

membru si obtinem:

66. Dinabc=1=a,b,c#0. Atunci: ab—a#1 = l(abcfacfc)=l(lfacfc)=
c c

= _ib (abc + bc — b) = _bL (1 + bc — b) =—a(bc — b + 1) # 0. Deci numitorii sunt diferiti de
c c
1 b c 1-b

zero si E este bine definita. In continuare: E = - - = +
1-b+bc bc—b+1 l-ac—c bc—-b+1

be
+ —=1.
1+bc-b

67. Notim /54 +30+/3 =u si 3/54—304/3 =v; atunci 13 + v* = 108 si uv = 6. Dar u3 + 1’ =

= (u+v)’ = 3uv(u +v). Deci @® — 18a — 108 =0 < (a — 6)(@* + 6a + 18) = 0. Cum a € R. si
a?+6a+ 18>0, rezulti a =6.

68. Fie 3/41+14v109 = u si 3/41-144109 = v; o + 1V} = 82, >V’ = 19 - 683, uv = 27,

(u+v)* = 3uv(u +v) = 82 < x> + 81x — 82 = 0 cu singura solutie reald x = 1. Analog, gisim y = 2.
Asadar, (x —y)"=(-1)"= {

69. a) Observim ca: (n + 1)?2 —n*=2n+1;2n+ 1 =13 = n = 6, deci 13 = 7> — 6°. Analog,
31 =16 — 152. Generalizarea este datd de formula de mai sus.
b)S=14+3+5+...4+1993=(12-0)+ (2215 + (32 =2%) + ... + (997> — 996%) = 997>,

70. a) a® — b> — 6ab = (a — b)(a® + ab + b*) — 6ab = 2(a* + ab + b*) — 6ab = 2(a* — 2ab + b?*) =
—2(a—bP=8;

b) Utilizand a), obtinem: 5 +x — (x —3) =8 + 6 35+ x)(x—3) = 63YG+0)(x-3)=0=x=3
sau x = —35.

71. Fie x + y + z =s. Sistemul devine: xy + xz = as; yz + xy = bs; xz + yz = cs. Adunam:

a+b+c e . . —-a+b+c
s . De unde, prin scaderi succesive, obtinem: yz = — s;

—1, n impar

1, n par

xytyz+txz=

a+b-c a-b+c R S
5 §;xz= TS’ pe care le inmultim si obtinem:

xyZ:\/(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)s3 ,deunde:x=\/(a_b+c)(a+b_6)'\/§:14\/;;
8 2(—a+b+c)

Xy =

2(a—b+c) 2(a+b—c)

aceste ultime relatii si dupa simplificarea cu Js obtinem: Js =4+ B+ C; de aici:
x=AA+B+C);y=B(A+B+C);siz=C(4+B+C).
Observatie: Radicalii exista, deoarece b + ¢ —a > 0 etc.

y o \/(—a+b+c>(a+b—c>_ﬁ=3ﬁ - \/<—a+b+c)(a—b+0>.¢;=cﬁ, Adunim
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3 X X, +otX, . . o . ) ) 5
72. Notam cu § = —— . Atunci relatia data devine: x; +x; +...+x;, —nS~ = 0. Sa
n

o X, HX, et X, _
observim ca nS?= (x, +x, +..+x,) ————— = (x, + X, +...+x,) S. Deci:
n

XX et X, =S =X X X, =2(x Xy +et X, )S +0ST = (x) —2x,S+S7)+
+ () —26,S+ 8+t (x) =2x,S+87) = (x, =5)’ +(x, =S)’ +...+(x, —S)’ =0. De unde:
X1=x=..=x,=8.

3x+1
= <

73. Observam mai inti ca x € Z. Pe baza definitiei partii intregi, avem: x + 1 < x+2

de unde rezultd x > 1 six <3, decix € {1, 2}.
74. Fie [x] = n, deci n < x <n + 1. Pentru orice x, [x]* = n°. Pentru a avea loc egalitatea, trebuie

ca si partea stingi si fie egali cu 7% deci x < \/n”* +1. In acest fel, x € [n, Vn* +1 ),n=0,1,
2, ...
75. Din egalitatea: x = [x] + {x}, obtinem: {x}> = {([x] + {x})?} = {[x]* + 2[x] - {x} + {x}?} =
= {2[x] - {x} + {x}?}. De aici deducem ci relatia {x*} = {x}? are loc dacd si numai daci
2[x] - {x} este un numadr intreg. Deci: 0 <x < 1saux=m+ 2L ,meZ,0<1<2m.

m
76. Putem scrie: x = [x] + {x} si inlocuim: [x] - {x} <[x]+ {x} — 1 sau [x]({x} — 1) < {x} — 1.
Dar {x} — 1 <0, de unde rezulta [x] > 1, deci x > 2.

77. Fie A N B # J; atunci existd a, b € N, astfel incét ;LZ—JF]:% < Ba+ 1H)@4d-4)=
a— _
=@b+1)3a-5<=24b-15%=-1=a= 24b+1 :b+9[;;1 € N; dar 95 + 1 nu poate fi

divizibil prin 15, V b € N. De aicirezultaca 4 N B = .

78. a) Pentru n > 3 rezulti n2 > 9, n" 2 > 3" 2si n" 2 — 1 > 3" 2 — 1 deci si i?(n" 2 — 1) > 32(3" 2 - 1).
b) Utilizand inegalitatea de la punctul a), cu egalitate pentru n = 3, obtinem solutia x = 3, iar
pentru x > 3 rezultd x* — x2>3* -9,

79. Adunam relatiile (2), (3), (4) si obtinem: 12 +3d <2a+2b+2c+3d<12=3d<0,d<0,
dar d > 0, deci d = 0. Grupam convenabil cate doua relatii scrise astfel: a +b+c>6;—a—-b—-d>
>-5-a-c-d>-4;,-b—c—d>-3siobtinema>d+3=3;b22;c>1.Deci5S<a+b<5=
= a+b=5. Analog: a + ¢ =4 si b + ¢ = 3. Rezolvam acest sistem si obtinem: a =3; b =2; ¢ =
=1;d=0.

80. Adunand prima si a treia relatie obtinem y —z > 1, iar relatia a doua; y <z + 1, de unde: y =
=z+ 1. Analog, deducem x =2z + 1. Asadar, x=2m+ l,y=m+ 1,z=m; m € N.

81. Dinipotezarezulta 3a<b+c+td<=4a<a+b+c+d=4< a< 1. Decivaloarea cea mai
mare pe care o poate lua a este 1 si se obtine pentru a = b = ¢ =d = 1. In continuare avem: 2b <

<ct+tde3b<b+tc+tdoa+3b<a+b+c+d=4. Deoarece a >0, maximul lui b este % si

. 4 .
se obtine pentrua =0,c=d = E.Inmodanalog, avem: 2c<c+d<a+b+2c<4.Dara,b>

> 0 maximul lui este 2, si aceasta pentru @ = b = 0 si d = 2. In fine, pentru a = b = ¢ = 0 obti-
nem d = 4.
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82. Sa presupunem, pentru inceput, ca cel putin unul din numerele a — b, b — ¢, ¢ — a este nul.
2 2 2
Fie de exemplu a = b. Atunci avem evident: 0 = (@ — b)* < % . Fieacuma -5 #0,
a—c#0,b—c#0sisdnotdm cum = min{|a — b|, |[a — ¢|, |b — c|} si sa presupunem a < b < c.
Atuncib—a>m,c—b=m,deunde c —a = (c—b) + (b —a) = 2m. De unde: (a — b)*+ (a —<)* +
+ (b —c)* = m? + 4m? + m*> = 6m>. Pe de altd parte: (a — b)* + (a—c)* + (b —c)* =2(a* + B* + ) —
—2(ab+ac+be)=3@+b+c)—(a+b+c) deaici: m?* < (a— b)Y’ +(a—-c)+(b-c) =
a’+b*+c’
2

83. Consideram identitatea: (k + 1)> — k*> = 2k + 1, care fiind valabild pentru orice k, vom da
valori (analog si in cazul identitatii din enunt!) astfel: pentru k=1, 22—~ 12=2 -1 + 1; pentru
k=2,32-22=2.2+1;pentruk=3,4>-32=2.3+1;..;pentruk=n,(n+ 1> —n*=2n+1.
Adunand membru cu membru aceste relatii, vom obtine: (n + 1)> -1 =2(1+2+ ... +n) +n

sau z(ik]:(nﬂy —(n+1)3i:k:n(n+1)

se va obtine prin sumare: (n + 1) — 1 =3(12+22+ ... + n®) + 3(1 + 2 + ... + n), de unde
n(n+1)(2n+1)

n k2 _
2 6

=3(@+bP+A)—(at+tb+c)<3(@+b+c?)sau m’ <

. Folosind identitatea: (k + 1)* — & = 3k*> + 3k
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